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CZ^S(5 PIEBWSZA 

ALGEBRA OPERATOROW 


BOZDZIAIi I 

Poj^cie i wlasnosci splotu funkcyj ciqglych 

§ 1. Definicja splotu 

Wyj^ciowym punktem dla teorii przedstawionej w tej ksi^zce 
jest poj§eie splotu 1 ). Splotem funkcyj a(t) i b(t) nazywamy funk- 
cj§ c{t) okre£lon% przez calk§ 

t 

c(t)~ Ja{t—r)b{r)dr. 
o 

Przyklady. 

1. a(t) = t 2 , b(t) = e t ; 

t t 

c(t) === r =f (* 2 —2*r+T 2 )6*dr= 

o o 

* it 

=t 2 J e x dr — 2t Jre t dr j r Jr 2 e t dz— 
o o o 

=4 2 (is*—1)— 2«(^-^+l) + (iV—2^+2^—2) = 

= 2e*—t 2 —2t— 2. 

2. «($)==&($)== sin t; 

f 

c(t) = y'sin (t— t) sin zdz = 
o 

# 

==y*[sin t cos r—eos £ sin r] sin r = 
o 

f f 

= sin tj gob r sin r dr —cos tj sin 2 xdr = 
o o 

= sin t • |-sin 2 i — cos t (-§•£—i sin t cos t) = |-(sin t —t cos t). 


1 ) W j^zykach. okcycli splot nosi oazwy ceepmxa (po iosyjsku), prodwif 
composition (po francusku), Faltung (po niemiecku) i convolution lub remltimi 
(po angielskn). 

Rachunek operatordw 


1 
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dwiozenia. Obliczyc sploty uastepuj^cyck par funkcyj; 


1. a(t)= 1— cet, 

2. a(t)=e*t, 

3. a(i)—1, 

4. a(t)=yT+t, 

5. a(t)=sht *•), 

6. a(t)=&in t. 


b(t)^l~~at; 

b(t)=VI+i; 
&(*)=i; 

6(t)=sinf; 

b(i)=skt. 


§ 2. Klasa C 

Funkeje, ktore s%' okreilone i tingle w przedziale 0<«oo 
b%d% graly szczegdlnie waznfji rol§ w raehnnkn operatordw; klas% 
tych funkcyj oznaczymy liters C. Funkeje klasy C mogq, mie<5 
warto^ci rzeczywiste lub zespolone. 

Funkeje rozwazane w poprzednim paragrafie nalez% wszystkie 
do klasy C; maja, one wartoM rzeczywiste. Przykladem funkcji 
klasy C o wartogciach zespolonycb (nie rzeczywistyck) jest funk- 
eja e a . Fankcja 1/t nie nalezy do klasy C, poniewaz jest nieciq,gla 
w punkeie t=0. 

Jezeli a(t) i b(t) s% funkejami klasy C, to splot icb rowniez 
nalezy do klasy C, poniewaz jest funkeje okresln^ i cig.gl% w prze- 
dziale 0<t<oo. 

W rozdziale 1 b§dziemy rozwazae jedynie funkeje klasy C; 
zaiozenia tego nie b^dziemy za kazdym razem powtarzac. 

Cwiczenie. Wskazac, ktore z podanych funkcyj nalez%, a ktore nie 
nalezy do klasy C : 

1X1 1 1 1 1 1_ 1 

t-f 1* t —1’ t—i e* -f er-t' et—e—t’ cos t’ l+oos t' 2-f-cos t' i-f cos t * 

§ 3. Przemieimo^c splotu 

Porownanie wynikow ewiczen z paragrafu 1 wskazuje, ze war- 
/ to§6 splotu nie zalezy od koZejnosci wystQpujqcych w nim funkcyj. 
Jest to twierdzenie prawdziwe dla ziipehiie dowolnycb par funkcyj 
a(t) i b(i). Aby je udowodnid ogolnie, nalezy wykazac prawdziwose 
wzoru 

t t 

(3.1) fa(t — r) b(x)dx — J b{i—x)a(x)dx. 

o o 


\ J ) slit—--— (fimkcja sinus Mperbolicus). 


ion 


§3 


Przemiennosd splotu 


£ 


Wykonuj^c w pierwszej z calek podstawienie t— r=cr, otrzy- 
mujemy 


o t 

— Ja(cr) b(t — o)dcr=Jb(t — a)a(o)doj 
t o 


a st%d juz wynika rownodc (3.1)* 

Udowodniona wlasnosd nosi nazw§ przemienno&ci splotu. Jesk 
ona analogiczna do przemiennoM mnozenia liczb w arytmetyce^ 
gdzie zacbodzi zawsze rownodc ab = ba dla dowolnych par liczb a i b. 


§ 4. Lq czuoSd splotu 


Splot ma rowniez wlasnodd analogiczna do taczno^ci mnozenia. 


liczb: 


(ab)c=a(bc). 


Wlasno^c mozna dla liczb wyrazid zdaniem: 

Jezeli ab—g i bc-h, to gc=ah. 

W podobnej tez formie najwygodniej jest wypowiedziec twier¬ 
dzenie o lq,cznosci splotu: 

t t 

Jezeli ja{t—x)h(x)dx—g{t) i Jb(t—x)e(x)dx=Ti{t ), to zawsze 
o o 

t t 

jest Jg(t—x)c(x)dx=Ja(t—x)l{x)dx. 
o o 

D o wod. ISTapiszmy 

it 

J g{i—x)c(x) dx=f[a{t—x—(j) b{o)do^c{x) dx. 
o o 


Podstawiaj^c o—co —r, marny 


t tt 

Jg(t—x)c{r)dx= — co)b(co — x) dcoje(r) dx = 

0 Os 


—ff a(t—&)b{co — x)c{ x) dco dx , 


gdzie calka podwojna jest rozei^gm^ta na obszar trojk^tny T, okre- 
slony nierownosciami 0 ^ t ^ co^.t. Zamieniajac calk§ podw6jn%» 
z powrotem na iterowan%, lecz ze zmieniona kolejnosci<| calkowania,. 
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fcm 

otrzymujemy 

< t a 

f g(t—x) c(x)dr== f a{t—co)[f b(co—T)c(x)drjdm= 

o o o 

t 

=fa{t — co)h(co)dco. 
o 

Ii%eznosc splotu jest wi§c udowodniona. 


§ 5. Dodawanie i splot jako podstawowe dzialania 
w racbunku operatordw 

W arytmetyce, dzi§ki l%czno£ci mnozenia, iloczyn trzeck, bczb 
a, & i o mozemy zapisywac w postaci abc ; jest bowiem oboj§tne, czy 
\toi obliezy ten iloczyn wediug schematu ( ab)o , czy tez a(bc). Po- 
dobnie przy obliczaniu splotu trzecb funkcyj a(t ), b(t) i c(t) oboj§tne 
jest, w jaki sposob je pol^czymy. Widac jednak, zezapisanie splotu 
trzecb funkcyj w sposob analogiezny do iloczynu abc, to znaczy 
nie uwzgl§dniaj%cy kolejno&ci icb bjjczenia, jest przy uzyciu symbob 
racbunku calkowego niewygodne. 

Daleko id%ce uproszczenie zyskamy, umawiaj^c si§, ze splot 
dwocb funkcyj a{i) i b{t) b§dziemy po prostu oznaczae tak, jak ilo- 
ezyn dwocb liczb, to znaczy symbolem ah lub a*b. Przy tej umowie 
splot trzecb funkcyj a{t), b(t) i c(t) konsekwentnie zapisywac b§- 
dziemy w postaci abc. Podobnie mozna zapisywac splot wi§cej niz 
trzecb funkcyj. 

Poniewaz splot ma takie same wlasnogci (l^czno^c i prze- 
mienno^c) jak iloczyn w arytmetyce, formalne racbimki b§dg, rdw- 
niez takie same. Pakt ten b§dzie gral podstawow^ rol§ w racbunku 
operatordw. Jak w arytmetyce zasadniczymi dzialaniami s^, do¬ 
dawanie i mnozenie, tak w racbunku operatordw s^nimi dodawanie 
i splot. 

Elementami, na ktdrycb wykonujemy dzialania w arytmetyce, 
s^bczby, natomiast w racbunku operatordw s^nimifunkejekLasy C x ). 

Przy zapisywaniu splotu jak zwyklego iloczynu narazamy si§ 
oczywiicie na pewng. dwuznacznosd. Na przyklad rowno^ci 

ab—ba i (ab)e=a(bc) 


x } Pozniej wprowadzimy do racliunku rowniez funkcje nieci^gle (§51) 
o?raz elementy, zwane operatorami (§15). 


§5 


Dodawanie i splot 
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b§d% mialy inne znaczenie w klasycznej algebrze, a inne w racbunku 
operatordw. Dwuznaczno^c ta b§dzie jednak zupeloie nieszkodbwa, 
znaczenie bowiem powyzszycb rowno^ci zalezne b§dzie od tego, 
co podstawiamy za litery a , b i e. Podstawiaj^c liczby, b^dziemy 
mieb do czynienia ze zwyklym iloczynem, podstawiaj^c zas funkcje, 
b§dziemy mieli do czynienia ze splotem. 

Oprocz przemiennosei i l^czno^ci splot ma jeszeze trzeci^ pod- 
stawow^j wlasnosd iloczynu, mianowieie rozdzielnoM wzglgdem doda- 
wania: 

a(b-^c) = ab-j-ac. 

Istotnie, mamy 

t t t 

f a(t— t)[&(t) + c(t)]<2t= Ja(i— r) b[x)dx + Ja(t — x)c(x)dr . 

o o o 

Tak samo mozna udowodnic prawo rozdzielno^ei splotu wzgl§- 
dem odejmowania: a{b — c) = ab — ac. 

XJzywanie w racbunku operatorowym znakowania takiego jak 
w zwyklej algebrze jest ogromnym nlatwieniem, pozwala bowiem 
wykorzystac nabyte przyzwyczajenia i skomplikowane nieraz prze- 
ksztalcenia calek zast^pic przez mecbaniczne niemal racbunki. 

§ 6. Funkcja a wartosc funkcji 

Pewne niebezpieczenstwo nieporozumienia zjawia si^ wowczas, 
gdy cbcemy skroconym sposobem zapisac splot dwocb funkcyj 
stalycb, z ktdrycb pierwsza ma na przyklad wartosc 2, druga zas 3. 
Wtenczas symbol 2-3 oznaczaiby w arytmetyce liczby 6, a w xa- 

t 

cbunku operatorow funkcje f2-3dt-=6L Trudno^c wynika st^d, 

o 

ze na ogdl nie odroznia si§ wyraznie poj§cia fnnkcji stale] od po- 
j§cia liczby, nzywaj^c dla obydwu tyeb samycb symbob. Nie b§- 
dziemy tutaj wcbodzic w precyzyjne definicje logiczne, natomiast 
zilustfujemy roznic§ geometrycznie. Jak wiadomo, do geometrycz- 
nego przedstawiania bczb rzeczywistycb nzywa si§ tak zwanej osi 
Uczbowej. Kazdej bczbie rzeczywistej odpowiada pewien pnnkt na 
osi i odwrotnie: kazdemu pnnktowi na osi odpowiada pewna bczba 
rzeczywista. 

O ile do przedstawienia bczb wystareza jedna prosta, to do 
przedstawiania funkcyj (o wartosciacb rzeczywistycb) potrzebna 
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VI 


Bys. 1. 


jest plaszezyzna. Bysunek 1 wyobraza wykres funkeji }t 2 . Funkeja 
jest przedstawiona nie przez jeden punkt, lecz przez nieskonczeme 
wiele punktow, ktore tworzq, parabole. Maj^e dany na osi f jakiS 
pirnkfr t Q mozemy znalezc za pomoc% kon- 
strukcji podanej na rysnnku pewien pnnkt y 0 
lezg,cy na osi y. Liczb§ odpowiadaj^cq. punk- 
i towi i/o nazywamy wa/rtoicity funkeji w punk- 
cie t 0 . 

Widac z tego przykladu, ze co innego 
znaezy funkeja f{t), co innego zas wartoie fun- 
Ttcji w punkeie t. Jezeli fnnkcja przyjmnje wartodei zespolone, to 
■dla geometry cznego jej przedstawienia nie wystareza juzplaszczyzna. 
Jest jednak jasne, ze i w tym przypadku poj^cia funkeji 1 wartogei 
funkeji rozne. W matematyee klasyeznej nie bylo potrzeby wpro- 
wadzania dla tyeh. pojge roznyeb oznaezed. Natomiast w niektorych 
nowoczesnvcb dzialacb matematyki, na przyklad w analizie funk- 
eyjnej i w szczegolnoSci w rachunku operatorow rozroznienie to 
gtaje si§ konieezne. 

TTmawiamy si§ odt%d, ze symbol /(f), nie poprsedzony wyrazem 
funkeja, bfdzie zawsze oznaczal wartosc funkeji w punkeie f; sam^ 
aas funkcj§ b§rlziemy dla odroznienia oznaczac symbolem {/(f)} 1 )-. 

TJmow§ t§ mozemy sebematyeznie zapisac w postaci rowno^ci: 


funkeja /(f) = {/(f)}, 
warto^d funkeji /(f) w punkeie f 


= /(f)- 


■3A 
*> - 


€ 


t 


W szczegolnodci wi§e symbol {2} b§dzie oznaczal funkcj§ stalg*, kto- 
xej warto£6 wynosi 2 w kazdym punkeie t. Sama zas dwojka: 2 b§dzie 
oznaczala liczb§. Geometrycznie funkeja {2} 
przedstawia lini§ prost% rownolegl^ do osi t, pod- 
czas gdy liezba 2 jest przedstawiona przez je¬ 
den punkt naustalonej osiliezbowej. Zauwazmy 
jeszcze, ze warto^d funkeji {2} wynosi 2 dla kaz- 
dego punktu t i jest przedstawiona na rysun- 
ku 2 przez punkt oznaezony cyfr^ 2 na o&iy. 

Wobee przyj§tej umowy znacienie symbolu 2-3 nie jest juz 
dwuznaczne5 jest to zwykiy iloszyn liczb 2 i 3, ktory jest rowny 

i) Dla odroznienia funkeji od jej wartosci niektorzy autorowie uzywaj$ 

dla funkeji symbolu. /(t), inni /(:) tab /(*)• Znakowania te nie dadz^ si§ jednak 
waz^dzie przeprowadzic konsekwentnie, trudno na przyklad byloby w ten spo- 

s6b odrdznic funkeja maj%e% wsz^dzie wartosc 1953 od samej liezby 1963. 


Bys. 


§6 


Funkeja a wartosc funkeji 


liezbie 6. ISTatomiast symbol {2}{3} oznaeza splot funkeji 2 z funk- 
cjq, 3, to znaezy funkeja 6f. Mamy wi§c rowno^ci 

2-3=6 i {2}{3}={6t}. 

(3wiezenie. Uzywajgn symboliki wprowadzonej w tym paragrafie, 
sprawdzic wzory: 

(a) (1) {e*}={e ( —1); 

(P) {1} (cos f)={sin. 1}; 

(l) (1) {i}=W; 

(S) {*}{<?}={&*). 


§7. Symbollka 

Mamy ogolne wzory 

(a(f)}+{6(f)}={a(f)+&(f)>, 

t 

o 

Pierwszy z nick oznaeza, ze dodawanie funkeyj jest po prostn 
dodawaniem ich wartofci; drugi jest konsekwencj^, umowy przy- 
j§tej w poprzednim paragrafie. 

Stale zapisywanie funkeyj w postaci {f{t)) moze byd czasem 
uci^zliwe. Jezeli jaka^ funkeja wyst§puje w rackunku kilka razy, 
to najwygodniej oznaezye j% jedn^, liters,, na przyklad: 

^{^COSO, itp. 

Jezeli funkeja nie jest dana konkretnie, leez zapisana symbolem 
ogolnym {/(t)}, to w skrocie najlepiej, nzywae tej samej litery 

Wygodnie jest rowniez wprowadzic znakowanie: 

a 2 — a* a, 

a 3 =a-a*&, 

a^=a*a-a-a itd. 

Jezeli m i n liezbami naturalnymi, to mamy ogolne wzory 
a m a n =« 2t *+ n , a n b n = (ab) n , (a m ) n = a®" 1 ; 

wzorow tyck dowodzi si§ jak w zwyklej algebrze. 
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(Swiczenia. 1, Sprawdzie r6wno£ci: 

(a) {0*-<W> 0) 0> 3 =w 5 }> Or) WY={^}’ 

(S) <*) {2> 3 ={4« 2 >, (n) {2> 6 ={4i*>- 

2. Korzystaj%c z praw przemiennosci, i^eznosei i rozdzielno&ci, uproicic 
wyrazenia: 

(«} {cos 2 0 {i>-h {?} {sin 2 i>, 

( 0 ) {i_ yj) {sin f} + {l — ('T} {eosO-r{l— V~t) {cosi}+{l + |/i} {sin t). • 

§8. Operator calkowy 

Zgodnie z definicj% splotu jest 

{i}{f(t)} = {ff(r)dr\, 

0 

funkcja {1} wyroznia si§ tym, ze utworzenie jej splotu z dowoln% 
fuukcj^ {/(Z)} powoduje scalkowanie tej ostatniej w granicacb od 
0 do t Z tego powodu funkcj§ {1} b§dziemy nazywac operatorem 
calkowym\ dla skroeenia b^dziemy j% oznaczad liters 7: 

Z=={1}. 

Latwo obliczyc kolejne pot§gi operatora calkowego: 



Uzywaj%c oznaczenia 

n\ = 1-2* 

mozna napisae 'ftzor ogolny 



itd. 


Wz6r ten jest prawdziwy dla kazdej naturalnej liczby w>2. 
Jezeli przyjmiemy, ze 0 !=1, to prawdziwo^c wzoru zaebowuje si§ 
rowniez dla n — 1. 

Wyrazenie l n {f(t)} mozna na podstawie l^czno^ci splotu inter- 
pretowad na dwa sposoby: I* jako funkcj§ powstalg, przez w-krotne 
scalkowanie funkeji w granicacb od 0 do Hub 2° jako splot 


fan 


§8 


Operator calkowy 


9 


funicyj { *^_* j i {/(l)}. Stijd w»5r 

0 0 o'* ' 

n 

znany pod nazw^ wzoru Cauchy’ego . 

Cwiczenia. 1. Obliczyc wyrazenia: 

(a) P{n sin nt } 9 (p) . P{ne~ nt }, 

2. Udowodnic wzdr 

Z 3 {n 2 cos nt}—l 2 — sin i 


■f{r)dr , 


(y) l s {7iHe nt }. 







ROZDZIAL II 


Twierdzenie Titchmarsha 

§ 9. Sformulowanie twierdzenia i og61ne uwagi 

W paragraf&ch 3, 4 i 5 udowodnili£my przenuennosc, Igcznosc 
i rozdzielnogd splotu wzgl^dem dodawania. Znacznie gl§bszg wlas- 
nos6 splotu wyraza nast§pujgce twierdzenie: 

Jezeli funheje f i g Uasy C (zob. § 2, str. 2) nie sq, tozsamokiowo 
rowne zeru, to ieh splot rowniez nie jest tozsamokiowo rovmy. zeru. 

Twierdzenie to zostalo wypowiedziane i udowodnione przez 
E. Titchmarsha 1 ) w roku 1924. Dow6d polegal na badaniu roz- 
mieszezenia zer pewnych funkcyj analitycznyeh. Prostsze dowody, 
polegajgce na badaniu szybkodei wzrostu funkcyj analitycznyeh 
lub harmonieznyeh podali M. Crum 2 ) w roku 1941 i J. Dufres- 
noy 3 ) w latach 1947 i 1948. Dowod oparty wylgcznie na metodach 
funkcyj zmiennej rzeczywistej podal C. Byll-Hardzewski 4 * ) 
w roku 1952. Ten ostatni dowod podamy w tym rozdziale. Przed- 
tem udowodnimy kilka twierdzen przygotowawczych. Twierdze¬ 
nia te wypowiemy dla funkcyj cigglych 6 ). 

Kogo interesujg tylko zastosowania rachunku operatorow, 
moze zupetoie bez szkody dla zrozumienia dalszego wykladu po¬ 
rn ezytanie tego rozdzialu i kontynuowac lektur? od rozdziahx 3. 


*) T itch marsh [45] i [46]. 

*) Crum [6]. 

*) Dnfresnoy [13] i [14]. 

4 ) Dowod Nardzewskiego nie by! jeszcze nigdzie opublikowany. 

*) Twierdzenia te, jak rdwniez twierdzenie Titchmarsha, latwo jest UQgol- 

nie na dowolne funkcje ealkowalne w sensie Lebesgue’a. Uogolnienia te nie 
potrzebne dla rachunku operatorow. • 


Twierdzenie Phragm6na 
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§ 10 


§ 10. Twierdzenie Phragmena 

W roku 1904 E. Pkragmdn *) udowodnil nast§puj%ce twier¬ 
dzenie: 

Jezeli g jest funhejq, ciqglq, w przedziale [0,T], to 


(10.1) Um ( J dr= C g(x)dt 

X ~*°° k~l * 0 0 

dla Tcazdego t, spelniajcyeego nierownoici Q^tcT. 

O ile zalozymy, ze znaki 

oo T 

(10.2) lim y i f 

*- >0O *=i . o 

mozna z sobg przestawiac, to dowod-mozna przeprowadzic bardzo 
latwo,-pisz^c lewg strong wzoru (10.1) w postaci 


czyli 

(10.3) 

Widac, ze 



(- D *- 1 

M 




fg( 


x) lim(l- 

x-*oo 


-exp[—e***-*)]) dr. 


lim. exp (— 

x->oo 


0 dla t< t, 
1 dla t < r. 


Wobee tego funkeja pod calks* (10.3) jest rowna g(x) w przedziale 
0 <t< t, rowna za£ 0 w przedziale t<r<T . Zatem calka {10.3} re- 

t 

dnkuie si§ po prostu do calki fgixjdr, co nalezalo udowodnid. 

o 

Przestawialno^c znakow (10.2) mozna uzasadnid dla lewej 
strony wzoru (10.1), opieraj%c si§ na pewnyeh twierdzeniach. o cal- 
kowaniu ciggow funkcyjnycli. 

Cbc%c miee dowod zupehne elementamy, a j ednoczesnxe scisiy, mozna 
go przeprowadzic w nast§puj%ey rachunkowy sposdb. 

Ustalmy dowolnie t w przedziale 0 < t < T. Wowczas dla kazdego natural- 
nego n i dodatniego x mozna napisac 

(10.4) fe=I n {x)+K n {x), 

k=l 0 


x ) Phragmen [39]. 
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gdzie ' n t 

(10.5) '* xja-2r 

*=i ’ o 4=1 

Przestarwiaj^e w pierwszym > wzorow (10.5) kolejnosd sumowania i cal- 
feowania (co w przypadkn sumy skonezonej jest zawszedozwolone), latwo do- 
cbodzimy do rownosci 


v&-l 


hi 


T 

J t kx(t - T) g(z)ch: 


4W _ /,(,)* _/ f (,)i<=a* 

0 o *=o 

=/g(i)rfi —f ffM(exp 2 —)•■ 


A=n-K 


r 

I n (x)—Jg{t)dT J rJ(x)-rI' n (%)> 


ezyli 
( 10 . 6 ) 
gdzie 

j-(a;)=— /' S (i)exp[— «*<*-*>]& i L n (x)=Jg(z) J? (__IL ^<<-0^. 

0 ' 0 *£—n+l 

Jezeli Jfoznacza maksimum bezwzgl^dnej wartosci g w przedziale [0,T], to 

^^e toI ’=Jir jexp(e ir )-^i(e* r ) A ); 

0 *=n-f i jfe=n+l 

st%d widac, ze liml/ (as)— 0, gdyz ostatnia suma d^zy w granicy do exp {e xl ). 

TI-+CO 

Wobeo wzoru (10.6) mamy dalej 


(10.7) 


Il-t-CG 

Z dragiej strony jest 

T 1 


i 

lim I n {x) = fg (r) dv+X[x). 


I f e luc( - t -%(z)dz\ < Jf f e kxit -' c) dz=—(l—e- kx(T - t >)^—; 
\J j J hx X 


poniewaz szereg V-i — jest zbiezny, wi§c istrdeje granica 
»™ hi x 


k=i 


*> A _i 1 

(10.8) lim *,(*)= f e W-\(z)dz =Z(a) 

7I-+00 /Ci J 
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§ 10 


i zacbodzi dla niej nierownosc 

CO 

I77 , b . X* i df _ elf 


(10.9) 


lim K{x)=z 0. 

X-fOO 


Z (10.7) i (10.8) widac, ze gdy n d%zy do nieskonczonolci, to wzor (10.4) 
przecbodzi w granicy we wzor 



(-D J 


i*- 1 r 

~J 


bcit—i) 


'^(z:)dr= fg(T)dT+J{x)-bK(x). 
0 


Azeby stgd otrzyma6 wz6r (10.1), wystarczy wobec (10.9) wykazac, ze 


( 10 . 10 ) 

Istotnie, mamy 

t 


lim J (a) = 0. 

X-+OQ 


i 


\J(x)\^MJ exp[— fe*^ exp [— ^ (t - l] ]dz, 
0 o 


gdyz dopisany w ostatniej calce czynmik jest w przedziale calkowania 

wi^kszy od I. Ostatni^ calk§ mozna latwo efektywnie wyliczyc, wprowadzaj^c 
now% zmienn^ u— #*0—*). v ^ erL gposob znajdnjemy dla calki wartosc 

i(i- 6S p (-e-*)). 

Jest ona mniejsza od Ijex, Wobec tego mamy \J{x)\ < MI ex, sk^d wy- 
nika (10.10). Twierdzenie Pbragmena jest wi§c ndowodnione. 


§11. Twierdzenia o momentach 

Korzystaj^c z twierdzenia Pbragmena, udowodnimy teraz 
twierdzenie nast$puj%ce: 

I. Jezeli f jest funkejck ciaglq w 'przedziale [0, TJ i istnieje taka 
liczba N, ze 

T 


( 11 . 1 ) 


^fertfiQdt^N dla n= 1,2,. 


to /(()=0 w calym przedziale [0,T], 

DoTod. Wzor Pkragmtjna (10.1) mozna napisac w postaci 

OO jH 

(11.2) lim 2j ^~JT ~ e_faCT_ °f e ta(r_l) ^(e dr=Jg (r) dz 


dla kazdego t } spelniaj%cego nierowno^ei 0 
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Gdy Tc i x s% liczbami naturalnymi i 

( 11 . 3 ) r), 

to na podstawie zalozenia (11.1) jest 

t t t ' 

j J e* *x(T—f)g( r) dz^^^f e^ 7 ^ f(t —T)^r| = |y'e Jb:i /(i)^|^-^ ? 

o o 0 

gdyz wowezas iloczyn Tex jest rowniez liczbsj, naturalm*. Wobec tego 
wyra^enie pod znakiem lim we wzorze (11.2) jest niewi§ksze od 

oo 

Nj? i e -**(T~o == _5r[i_ ex p( e -to(r-o)] 

k=l 

i tym samym d^zy do zera, gdy % d^zy do nieskonczono^ci przez 
wartogei naturalne 1 ). Wobec tego prawa strona wzoru (11.2) nmsi 
bye zerern 

jg(r)dr=0 (0 

Q 

Przez zrozniezkowanie tej rownogei mamy g(t)==0 dla 0 <t<T 
i wobec (11.3) rowniez f(t) = 0 dla 0 <t<T, Pondewaz funkeja / 
jest ci^gla, wi§e musi by<$ f(t)= 0 w calym przedziale [0,T], co mie- 
li4my udowodnid. 

Z udowodnionego twierdzenia wynika nast§puj^cy wniosek: 

II. Jezeli funkeja g jest ciqgla w 'przedziale [1, X] i istnieje taka 
liezb a W, ze 

x 

( 11 . 4 ) | J ^g{ao)dx^F, dla n= 1,2,..., 

i 

to g(x) = 0 w calym przedziale [1,X]. 

Istotnie, przez podstawienie x — e f , X~t T i xg(x)~f(t) 
nierownodei (11.4) przeebodz^ w (11.1). St^d wynika, ze /(£) = 0 
w [0,T], czyli ze xg(x) — 0 w [1,XJ, co dowodzi twierdzenia. 

Z twierdzenia II mozna latwo wyprowadzic klasyczne twierdze- 
nie Itereha 2 ): 

*) Istmenie granicy tego wyraienia przy x -* oo jest zapewnione przez 
twierdzenie Phragm&ia dla x przebiegaj^cego dowolne warto6ci dodatnie; gra- 
nica ta musi bye zawsze zerem, skoro jest zerem, gdy x przebiega warto6ci na- 

t nmlrift . 

*) Lercb [24], Mikusibski [29]. 


§n 


Twierdzenia o momentacb 
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III. Jezeli funkeja f jest ciqgla w przedziale [0, T] i 

T 

(11.5) ji n f{t)At= 0 dla w=l,2,..., 

0 

to f(t)— 0 w calym przedziale [0,T]. 

Dowod. Uiecb. ® b§dzie dowolnie nstalon^liczb% z przedziabi 
(0,T). Przez podstawienie 

t— Ox, T— OX i f(t)=g(x) 

z rowno^ei (11.5) otrzymujemy 
x 

6 n ^ l Jw n g(x)dx=0 dla n— 1 , 2 ,..., 
o 

a st^d 

x i 1 

I Jx n g{x)dA=\Jx n g[x)dx\^J\g{x)\(kc=N dla »=1,2,„. 

i o o 

Ha podstawie twierdzenia II mamy wi§c g(x)=0 w przedziale 
[1,X], czyli f{t)= 0 w przedziale [<9,T]. St^d wynika, ze /(i)=0 
dla wszystkicb t z przedzialn (0,1], bo 6 moze byd nstalone dowol- 
nie male. Poniewaz funkeja / jest ciggla, wi§c musi bydrowna zeru 
takze dla t— 0 i dowod jest zakobezony. 

b 

Uwaga. Calka jx n f{x)dx nazywa si§ n-tym momentem funkcji 

a 

f(x) w przedziale [&, &]. Z tego powodn twierdzenia powyzsze nazy- 
wamy twierdzeniami o momentach. 

§ 12. Dowod twierdzenia Titchmarsha w przypadku /= g 

Przypuscmy,'ze / jest funkcj% ei^glq, w przedziale [0 ,2T] i ze 

i 

(12.1) Jf(t — r)f(r)dr=0 dla 0 ^.t^2T. 

o 

Udowodnimy, ze wtedy f(t)= 0 dla 
Z rowno&ci (12.1) wynika, ze 

2T t 

(12.2) J „=J e n V T -WtJf(t—r)f[i;)dT= 0. 

o o 
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Caik§ iterowan^ (12.2) mozna przedstawic jako calk§ podwojn% 
I n =f' f r)f(t)didr, 

A 

gdzie obszar calkowania A jest trojk^tem, okreslonym przez me- 
rowno^ci 

0<r<*<2T. 

Po podstawieniu 
t= 2 T—u — v, r=T—v, 

calka ta przyjmuje postad 

I n =zJJ e«(a+»)/(T — u)f(T — v) dudv, 

jb ♦ 

gdzie obszar calkowania B jest tr6j- 
k^tem okreslonym przez nierownoSci 

Mozna napisad 

//-//+//> 

B+C B C 

gdzie obszar calkowania G jest trojk%tem okreslonym przez nie- 
rownoSci 

. — —T^v, u+^<0, 

a obszar B-\-G jest kwadratem, okreS- 
lonym przez nierownoSci 

—T^v^T. 

Poniewaz J J=I n —0, wi§c 

B 

JJe^fiT—u) ■ e nv f{T—v)dtidv= 

B+C 

=J Je n t u + v) f(T—u)f(T—v)d / udi\ 
c 

Grdy ^>0, to czynnik 6 n < n + D > 
w calee po prawej stronie jest mniej- 
szy od 1. Jezeli wi$e M oznacza maksimnm bezwzglgdnej wartoSci f, 




Dowod twierdzenia Titchmarslia w przypadku / = g 


17 


§ 12 


to mamy st^d 


jt i 

I fe na f{T—u)du-fe™}(T—v)dv\szff M 2 dudv—2 T 2 .IP 

” —T C 

T 

fe™f(T—u)du\ < \-2TM. 


—T 

i w konsekwencji 


Wobec tego 


—T 


T T 0 



0 

I J e nu f(T—u)du\ 

—T 


Ale w ostatniej ealce czynnik e nu jest mniejszy od 1, wi§c 
t o 

e m f{T—u)du\ ^flT M+ JMdu =([- / 2 + l)TM. 

-T 


\ / 


Poniewaz ta nierownosd jest prawdziwa dla kazdego %>0, 
wi§e na podstawie pierwszego twierdzenia o momentaeh musi bye 
f{T—u) = 0 dla O^u^T, czyli /(£)==0 dla 0co mielismy 
udowodnid. 

Jezeli teraz / jest fnnkcj^ ei§,gl% w przedziale nieskonczonyin 
0^t< oo i w tym przedziale zacliodzi stale rowno^e 


//(*—t)/{t) 5 t= 0 , 
o 

to tym sarnym rowno^d ta zaebodzi w kazdym przedziale [0,2T]. 
Musi wi§c byd f(t)= 0 w kazdym przedziale [0,T] 1 w konsekweneji 
w ealym przedziale nieskonczonym 0<£<oo* W symbolice operato- 
rowej mozna to wypowiedziec w postaci twierdzenia: 

Jezeli feC i f 2 = 0, to /= 0. 

Twierdzenie to mozna jeszeze wyrazie inaezej: 

Jezeli funlceja f Jclasy C nie jest tozsamosciowo romna zeru, to 
jej splot z sa?nc | sobq. f 2 rowniez nie jest tozsamo§Giowo rowny zeru. 

Jest to wi§e szezegolny przypadek twierdzenia Titcbmarsba, 
wypowiedzianego na 

Rachnnek operator6w 


poezat 



:o rozdziabi. 
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KOZDZIAL II— Twierdzenie Titebmarslia 


§ 13. Dow6d ogdlny 


0. Ryll-Kardzewski pokazal, ze powyzszy przypadek 
szezegolny daje si§ latwo uogolnic na zupelnie dowolne funkcje / 
i g klasy C. 

Przypu^cmy, ze splot funkcyj fig (klasy C) jest tozsamo^ciowo 
rowny zeru 

fg= o. 


Zuaczy to, ze 


t 

(13.1) Jf{t—r)g{r)dr= 0 dla 0<«<oo. 

o 


Wobee tego w przedziale 0^t<oo jest tez 

* * r 

(13.2) f (t—r)f{t—r)g{r)dr + ff(t—t)-rg{r)dr=tJf(t—x)g(r)dr= 0. 

0 0 0 


Wprowadzaj^c oznaczenia 

i g 1 {t)=tg{t) (0^t<oo), 

mozna r6wno£<5 (13.2) zapisac w symbolice operatorowej 

/x ? + /?!=<>• 

Bt^d mamy /< 7 i(/i< 7 +/< 7 i)= 0 i, korzystaj^c z praw l^cznogci,, 
przemienno^ei i rozdzielno^ei splotu, 

f9-fi9i+(f9i) 2 =0- 

Poniewaz z zalozenia jest /<7=0, wi§c ostatnia rowno^d redu- 
kuje si§ do rowno^ci (fg^) 2 — 0. St%d na podstawie twierdzenia ndo- 
wodnionego w poprzednim paragrafie mamy 

/fl r !=0, 

ezyli 

t 

(±33) Jf(t-‘r)‘rg(r)dr= 0 (0<£<oo). 

o 

Poniewaz rownose (13.3) wynika z rowno^ci (13.1), wi§c tak 
samo z rowno^ci (13.3) wynika dalej, ze 

t 

ff{t—r)-x 2 g(x)dx—0 


(O^tCoo) 


Dowod ogolny 
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§ 13 


i ogblnie 

4 



£ 

Jf{t—x) •r n g{x)dx=Q 

0 

(0<t<oo) 


dla kazdego n naturalnego. 

St$d mamy na podstawie twierdzenia Lerclia (zob. § 11) 
f(t—*)g( t) = 0 dla 0 <t<£<oo. 

Jezeli dla pewnego t o >0 jest g(r o )^=0 y to z rowno^ei 
f(t—T Q )g{Tj=*0 odezytujemy, ze /==0 w calym przedziale nieskon- 
ezonym 0^t<oo. J ezeli za$ takie t 0 nie istnieje, to g= 0 w calym 
tym przedziale. 

Udowodnilismy w ten sposob twierdzenie, ze jezeli splot fg jest 
iozsamosciowo rowny zeru , to go napnniej jedna z funkcyj f lub g jest 
tozsamoMowo rowna zeru . 

Mozna tez inaczej powiedziec: Jezeli funkcje f i g nie sq, toz~ 
samoieiowo rowne zeru , to splot fg rowniez nie jest tozsumosciowo 
rowny zeru . 

A tak wlasnie na poczglku tego rozdzialu sformulowabimy 
twierdzenie Titchmarsha . 


2 * 



KOZDZIA h III 

Operatory 


§14. Dzialanie odwrotne do splotu 


Podobnie jak w algebrze 
wprowadzid ulamki 


tak i w raehunku operatorow mozna 


a 


dla 'wygody symbol ten b§dziemy nieraz zapisywac w postaci a/b. 
Zauwazmy od razu, ze jezeli a i b s% funkcjami i przez ah rozu- 
miemy ick splot, to przez a/b nie nalezy rozumiec zwyklego dzie- 
lenia, lecz dzialanie odwrotne do splotu. Symbol ajb (gdzie b nie 
jest tozsamo4ciowo zerem) b§dzie wowczas oznaezaltak^ funkcj§ o , ze 

( 14 . 1 ). <L=bG. 


Jezeli na przyklad a={t s } i b={i], to 


gdyz 


a_{£} 

b~{t} 


={6f}, 


t 

{£} (t — r)6rdr^={t 3 }. 


Aby definicja symbolu ajb byla jednoznaczna, potrzeba, zeby 
przy zadanyck a 1 b (b nie rowne tozsamo^ciowo zeru) istniala co 
najwyzej jedna funkcja c, spelniaj^ea rowno£6 (14.1). Jednoznacz- 
no&6 t§ zapewnia udowodnione w rozdziale 2 twierdzenie Titch- 
marska: 


Jezeli funkcje fig Masy C (zob. § 2, stx. 2) nie sq, tozsamo§eiowo 
rowne zeru, to ieh splot fg roumiez nie jest tozsamosciowo rdwny zeru. 


Dzialanie odwrotne do splotu 
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§ 14 


Gdyby rownose (14.1) byla spelniona przez Awie rozne funkcje 
i to znaczy fgdyby bylo a=be 1 i a=bc 2 , to mielibysmy 

b(c x — ^)=° 

i splot dwock funkcyj b i (c ± —e 2 ), nie rownyck tozsamoseiowo zeru, 
bylby rowny zeru, wbrew twierdzeniu Titckmarsha. Zatem row- 
nosd (14.1) moze bye spelniona co najwyzej przez jedng, funkcja e, 
go dowodzi jednoznaczno^ci symboln a/b. 

dwiczenia. Sprawdzid rownosci; 

<■> §-»• »> M 

§ 15. Operatory 

Moze si§ zdarzyc, ze dla danych funkcyj a i &4={0} kiasy C 
nie istnieje funkcja e, ktora by spelniala rownanie a=bc. Wezmy 
na przyklad a=&=={l}; wowczas rowno^c {l}={l}e nie moze za- 
ckodzid dla zadnej funkcji c={c(t)}, oznaczaloby to bowiem, ze 

t 

1= Jc(r)dz 
o 

dla kazdego t^O. A to jest nieprawd^ juz dla t= 0. Podobnyck 
przykladow mozna by podac bardzo duzo. 

Ze zjawiskiem niewykonalnosci dzialania odwrotnego spoty- 
kamy si§ juz na elementarnym szczeblu matematyki. Mianowicie 
w arytmetyce liczb calkowitycJi nie zawsze dzielenie jest wykonalne. 
]STa przyklad liezba 2 nie dzieli si§ przez 3. Ale zwrodmy uwag§ na to, 
ze wlasnie niewylconalnosc dzielenia jest zrodlem now ego rodzaju liczb, 
jakimi nlamki. Przyjmujemy mianowicie, zeiloraz 2 przez 3 jest 
now^ liczb^ (juz nie ealkowita), ktor^ zapisujeniy w postaci ulamka f. 
Ogolnie, jezeli jakaS liezba ealkowita a nie dzieli si§ bez reszty przez 
inn^ liczb § ealkowita h, to przyjmujemy, ze iek iloraz jest rowny 
nlamkowi a/b. 

Dopuszczamy rowniez takie ulamki a/b, w ktoryck licznik a daje 
si§ bez reszty podzielic przez mianownik b, na przyklad f. Dzi§ki 
temu mozna ulamki uwazac za uogolnienie poj§cia.liczby (calko- 
witej). Kazda liezba ealkowita c jest ulamkiem [gdyz daje si§ przed- 
stawic w postaci cbjb (&=f=0)], ale nie kazdy ulamek jest liezba cal- 
kowit^. 
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Podobnie, •niewyltonalnoie dzialamia odwrotnego do splotu pro- 
wadzi do nowego poj$eia matematycznego, jalcim sq, operatory. 

TJlamek {1}/{X} praedstawia wi§c operator (ktory juz me jest 
fimkcj%). Ogolnie, jezeli dla dwock danych funkcyj a i 6=}={0} 
klasy € me istnieje funkcja e, speJniaj%ea rdwnanie a=bc, to 

utamek ajb przedstawia operator. 

Dopnszczamy rowniez takie operatory alb, dla ktoryok istnieje 
taka funkcja c klasy C, ze a=6c. Dzifki-temn mozna operatory 
uwazac za uogolnienie poj§eia funkeji. Kazda funkcja e klasy C 
jest operatorem (gdyz daje sig przedstawie w postaci eb/b, gdzie 
i4={0} jest funkcja klasy C), ale nie kazdy operator jest funkcjq,. 


§ 16. Dzialania na operatorach 


Wprowadzenie operatorow postaci a/6 nabiera 'warto^ci dopiero 
wtenczas, gdy okre^limy na nicb pewxie dzialania, ktore pozwol^ 
poslugrwad sie ninvi w racbunkacb. 

W zwyklej arytmetyce przyjmuje si§ dla ulamkow definicje: 

1. Piszemy ^ = j wtedy i tylko wtedy, gdy ad=bc-, 

U (t 

a c __ac 

2 ' bd~~M’ 

n a , c ad + bo 
b + d~~ bd ‘ 

Zakladamy przy tym stale, ze mianowniki bid sq, rozne od ze raj 
wdwczas rdwniez mianownik bd jest rozny od zera. 

Dla operatorow ajb przyjmujemy takie same definicje 1, 2 i 3. 
Me b^dziemy tych wzorow drugi raz przepisywad; rozumie si§ same 
przez si|, ze w przypadku operatorow litery a, b , old nie oznaczaj^ 
jnz liczb catkowitycb, lecz fnnkcje klasy C. 

Zakladamy przy tym stale, ze mianowniki bid nie tozsamo- 
4eiowo rdwne zeru; z twierdzenia Titchmarska wynika wowczas, 
ze rowniez mianownik bd nie jest tozsamo^ciowo zerem. 

Dzi§ki zupelnej analogii operatorow z nlamkami klasycznej 
arytmetyki, racbnnki na operatorach wykonnje si§ tak samo jak 
na zwyklych ulamkach. 


Jwiczenia. TJdowodnid rownosei; 

{A Di 


(a) 




(P> 


u> , m {an 

(cos t} {2} {sin 2 1}' 


Operatory liczbowe 
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§17 


§17. Operatory liczbowe 

Iccl 

Zajmiemy si§ teraz operatorami postaci j, gdzie {a} jest 

dowolna funkcja stal% (to znaezy przyjmnj%c% wsz§dzie warto^d a); 
oznaczymy je symbolem [a]: 


Datwo jest sprawdzid wzory 
(17.1) M+ra=[« + «, 


M 

{ 1 }‘ 




Istotnie, pisz%c dla nproszczenia Z={1}, mamy 


W+M=X + ^f }; 


{«}+{£} { g +ff} 


L a J IP J — j ^ ft J2 J 


V 2 


=om 


Operatory typu [a] b§dziemy nazywali operatorami liczb owymi, 
bTalezy je odrozniad od operatorow {a}, ktore furikcjami stalymi 
i dla ktbrych w miejsee wzorow (17.1) zachodzg, wzory 

{a}+mH*+ft, ' {«} 


Jest wi§c na przyklad 


[ 2 ][ 3 ]=[ 6 ], { 2 } {3 

Dzi^ki wzorom (17.1) mozna w rachimkn operatorow opnsz- 
czac .nawiasy kwadratowe [ ]; zamiast wi^c [a] b§dziemy po prostn 
pisac a. Uproszczenie to daje jeszcze t§ korzydd, ze wzory (17.1) 
przy j mu j^ wtedy postac 

fiz==i a-fiy aft = aft] 

czyli staj% si§ w ogole zbyteczne. 


§ 18. Uwagi terminologiezne 

Eownodci (17.1) pozwalaj% na zaj§cie bardziej jeszcze rady- 
kalnego stanowiska. Dzi§ki nim operatory Hczbowe zacbownj^ si§ 
w rachnnkach jak zwykle liczby. Mozna wi§c zidentyfilcowac opera¬ 
tory liczbowe z liczb ami i nazywad je po prostn liczbami . Podobnie 
w arytmetyce nlamki o mianownikn 1 identyfikuje si§ z liczbami 
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calkowitymi, podobnie tez liezby zespolone o cz^ci urojonej row- 
nej zeru identyfiku je si§ z liczbami rzeczywistymi. Daje to t§ ko- 
tzj&6, ze nie rna potrzeby rozwazac w dalszym ci^gu osobno kazdy 
z tycb rodzajow liczb, wszystkie bowiem podpadaj^ ostatecznie 
pod poj§cie liezby zespolonej. 

W naszym przypadku liezby zespolone podpadaj^ pod poj§cie 
operatorow. Operatory stanowig. wi§c nie tylko uogolnienie poj^cia 
funkeji, ale jednoezesnie uogolniaj^ liezby zespolone. B6zne etapy 
nogolnien liczb mozna przedstawie w postaci nast^pnj^cego laneucba: 

liezby ealkowite C liezby wymierne C liezby rzeczywiste C 
C liezby zespolone C operatory. 

W paragrafie 16 zdefiniowaMmy sens wyrazenia 

a c 

(^> TT 

Jezeli operatory afb i cfd redukuj^ si§ do funkeyj, to wyrazenie 
(18.1) oznaeza icb splot; jezeli zas redukujg, si§ do liczb, to -wyraze¬ 
nie (18.1) oznaeza zwykly iloezyn. Zatem wyrazenie (18.1) przed- 
stawia dzialanie, ktore jest jednoezesnie uogolnieniem splotu i zwyk- 
lego iloezynu. Maj^c teraz wybor w ustalenin nazwy w przypadku 
ogolnym, ze wzgl^dow praktyezhyeb przyjmiemy nazw§ iloezyn . 
Wtedy bowiem b^dziemy mogli swobodnie uzywad rowniez innyek 
terminow zwi^zanycb z iloezynem, na przyklad mnozenie , ozynnik , 
potega, dzielenie , odwrotnose itd. blasuwa si§ tez mozliwo^c zast^- 
pie-nia nazwy splot funkeyj ptzez iloezyn funkeyj ; wtedy zwykly 
iloezyn nalezaioby dla odroznienia nazywae iloezynem wartosci 
f unkeyj. Zacbowamy jednak nazw§ splat, zwlaszcza w przypadkacb, 
gdzie moglaby zacliodzie obawa nieporozumienia. y 

Pewnego wyjasnienia wymaga rowniez sama nazwa operator. Pochodzi 
ona st%d, ze rozwaiane poj^cie obejnmje nie tylko liezby i fnnkcje, ale rowniez 
wiele elementow odpowiadaj %cycb temu, co w dotyebezasowej literaturze nosi 
nazw^ operedordw. Operatory te oraz fnnkcje, na ktore one dzialaj^, tworz% 
w dawniejszym nj^cin raebunku operatorow dwie odr^bne klasy elementow. 
W tej ksi^zee rola obydwu rodzajow elementow jest symetryezna, gdyz wcbodz% 
one wszystkie do wspolnej klasy ulamkow aft, obejmnj^cej rowniez liezby. 
Wobec tego nazwy liezba, funlccja i operator mozna by a priori uwazac za rowno- 
nprawnione do tego, zeby ealose obj^c przez jedn^ z tycb nazw. Jednakze ze 
wzgl^dn na tradycj§ racbnnkn operatorow najodpowiedniejsza wydaje si§ nazwa 
ostatnia. 
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§ 1» 


§ 19. Ilcczyn liezby i funkcji 

Batwo jest udowodnid, ze dla dowolnej liezby a i dowolnej 
funkeji stalej {/?} zaebodzi wzor 

«{£}={“/3}- 

Istotnie, 

_ w _ m . 


Dla ilustracji zestawmy obok siebie wzory 

2 -3 = 6, 2(3}={6}, {2}{3H«}. 

Pierwszy z nieb wyraza, ze iloezyn liczb 2 i 3 jest rowny liczbie 6; 
drugi, ze iloezyn liezby 2 i funkeji stalej {3} jest rowny funkcji 
stalej {6}; wreszeie trzeci, ze iloezyn (splot) dweeb funkeyj {2} i {3} 
jest rowny funkcji {6£}. 

Jako szezegolny przypadek wzoru otrzymujemy 

dla £=1 

aZ={a}. 

Zatem kazda funkeja stala {a} daje si§ przedstawie jako ilo¬ 
ezyn liezby a i operatora calkowego L 
Zauwazmy, ze zaebodzi wzor ogolny 


(19.1) 

ktory wyraza, ze pomnozmie funkeji f(t) przez liezby znaezy to same 
co pomnozenie jej wartosci przez t% liezby. 

Istotnie, mamy 




{a} {/(«)} 

l 


{Jaf(r)dr} 

0 

l 


l{af(t)} 

l 




Wzor (19.1) wyraza prawidlo praktyezne, pozwalaj^ce wl^czae 
czynnik liezbowy pod znak klamry. 

Zauwazmy, ze dla dodawania nie istnieje wzor analogiczny 
do (19.1). Sum§ liezby a i funkeji mozemy zapisad jedynie % 

w postaci a+{f(t)}] suma ta jest operatorem, kt6ry mozna co naj4 

{«+//('*)&*} 


wyzej sprowadzic do postaci ulamkowej --. Dla ope¬ 

ratorow tego typn zaebodzi, jak latwo zauwazyc na podstawie 
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praw przemienno^ei i l^czno^ei, wzor 

(a+W)}) (n{gm- a n{mt)+^W+Jf( t - r )9(r)dr}. 

(Swiczenia. Sprawdzi6 rownosci: 

(«) (l+J)(l-D = l-{t}» (?) (l+2Z)»=l+2{3+6t+2n. 

< Y ) ( 1 +{ 1 » (i_{ e -‘})=l, (S) (X+{t» (1—{sint»=l, 

(s) (l+{4t» (l+2{cos 2Z — sin 2<»= l+{2>. • 

§ 20. Liezby 0 i 1 

Zast§pu.j%e we wzorze (19.1) a przez 1 otrzymujemy rownofic 
1 {/(*)}—{/(<)}. Lafrwo udowodnid ogolnie, ze jezeli c jest dowolnym 
operatorem, to zawsze zachodzi rownogd 

(20.1) lc= o. 


km 

§21. Operator rozniczkowy 

Operatory mozna przez siebie dzielic. Jezeli na przyklad g=ajb f 
h=cfd, to 

g _ €t c ___ ad 

h~~ b ' d~~bc. ' 

W tym przykladzie licznik i mianownik ulamka gjh dowel- 
nymi operatorami, a juz nie konieczrde funkcjami. 

W szczegolno^ci I jh nazywamy odwrotnosciq, operator a h. Za- 
awazmy, ze jezeli h jest funkcj% to odwrotno^c lfh nie moze bye 
f unkcj%. Istotnie, gdyby h i 1 ]h byly funkejami, to iloezyn h^l/h bylby 
rowniez funkcji, podezas gdy jest operatorem Xiczbowym 1. 

Podstawow^ rol§ w rachunkri operatorow gra odwrotno^e ope- 
ratora catkowego Z~{1}, ktor^ oznaczac b^dziemy przez 

1 


Istotnie, pisz^c 1=1/1 i o=a/&, gdzie a i b s% funkcjami klasy C , 
mamy na podstawie definieji rowno^ei i mnozenia operatorow 
la/Tb^a/h, sk%d wynika rowno&S (20.1). 

Dla liezby 0 udowodnimy wzory o*golne: 

(20.2) 0c=0, c+0=e.. 


Istotuie, pisz%c 0={0}/Z i c=ajb, gdzie a i ^ + {0} sq, funkcjami 
klasy C, mamy 


0 e 


(0}a 

lb 




{0} {0}6 = {0} 
lb lb l ’ 
al+{0}b al+{0} al _ a 

bl ~ W~~~"bl~b 



Zauwazmy jeszeze, ze 


{ 0 }= 0 ; 

istotnie, wynika .to z rowno^ci 0Z—{0} oraz z pierwszego z wzo- 
r6w (20.2). Wobec tego funkej§ {0} nalezy zidentyfikowac z liezby 0. 
Jest to wyj%tek od zasady przyj^tej w § 6, gdzie kladli^my na- 
eisk na konieezno^d odrozniania funkcji od liezby. Otoz {0} jest 
jedyn% funkcji, ktdra posiada wobec dodawania i mnozenia te same 
wlasno^ci co liezba 0; wskutek tego mozna j% we wszystkich wzo- 
raeh. zast§powa<$ przez liezby 0 i odwTotnie. I na tym wla&nie polega 
identyfikaeja symbolow {0} i 0. 


Wobec tej definieji mamy 

Is = s li — 1. 

Udowodnimy nast§puj^ce wazne 

Twierdzenie 1 ). Jezeli funkeja a—{a(t)} ma, pochodnq, &'={&'(£)} 
ciqglq dla 0<Z<oo, to zachodzi wzor 

(21.1) sa— a*+a(Q) } 

gdzie a(0) jest wartosciq, funkcji a w punkeie t— 0. 

Istotnie, mamy 

{a(t)}=[fa'(r)dr)+{ a m, 

0 

czyli 

{a(t)}=l{a'(t)}+la(0). 

St%d, mnoz%c obustronnie przez s f otrzymujemy wzdr (21.1). 

Jezeli funkeja a jest rdwna zeru w punkeie Z= 0, to wzdr (21.1) 
redukuje si§ do postaci 

sa = a'; 

w tym wi§c przypadku. mnozenie funkcji przez operator s oznaeza 
po prostn jej zrozniezkowanie. Z tego powodu s b§dziemy nazywad 
operatorem rozniczkowym, 

x ) Twierdzenie to uogolnimy w § 56. 
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ITalezy jednak pamigtac, ze w ogolnym przypadku pomnoze- 
nie przez s oznacza zrozmczkowanie funkcji i dodame jej wartoSci 
poezfjtkowej. W wyniku daje to operator, ktory redukuje si§ do 
funkcji tylko wtedy, gdy wartosd pocz^tkowa funkcji danej jest 

ze rem. 

Przyklady. 


s{sm^}={cosO> s{e t }={e*}+1, 

${£«}={% t*- -1 } dla w^l, -s{t+l}—{1}4"1* 

Przez operator rozniczkowy mozna mnozyc nie tylko funkcje 
rozniezkowalne. Iloczyn sa b§dzie mial zawsze sens, bez wzgl§du 
na to, czy a jest funkcji rozniezkowalne, nierozniczkowaln^ (klasy C) 
czy zgola dowolnym operatorem. Jezeli wi§c mnozenie przez s uwa- 
zamy za uogolnienie rozniczkowania, to w zakresie operatordw 
funkcja ciggla (a nawet kazda calkowalna) jest rozniczkowalna 
(wynik rozniczkowania jest operatorem, a juz niekoniecznie funkcji). 

TJwaga. Moze si§ w pierwszej chwili wydawad, ze raekunki 
bylyby wygodniejsze, gdyby * mnozenie funkcji rozniezkowalne j 
przez s bylo dokladnie rownowazne xozniczkowaniu, to znaczy 
gdy by nie trzeba bylo jeszeze dodawac warto^ci pocz^tkowej. Datwo 
jednak zauwazyc, ze zwykle rozniczkowanie nie jest przemienne 
z calkowaniem (w granicaeh od 0 do t)] jezeli naprzyklad zroznicz- 
kujemy funkcji {cos t} a potem scalkujemy, to otrzymamy {cosf—1}; 
wykonuj^e za£ te dzialania w porz^dku odwrotnym, otrzymamy 
{eo s t}. Dla prostoty racbunku operatorow decyduj^ce znaczenie ma 
postnlatj by operatory rozniczkowy i calkowy byly przemienne: 
$l=ls. A przemiennogc t§ uzyskujemy wla&aie dzi§ki definicji po- 
danej w tym paragrafie. 


§ 22. Pot^gi operatora s 

Jezeli funkcja a={a{t)} ma drugg? poebodn^ a"—{a"(t)} ci^gl^ 
w przedziale 0^i<co, to mnozyc (21.1) przez s otrzymamy 

s 2 a=sa , + s-a[ 0), 

sk%d, stosuj%c jeszeze xaz wzor (21.1) do pochodnej a' r 

S^CL= tt 7 (0) -j- S * 6&(0). 

Ogolnie mamy twierdzenie: 


Jezeli f unkcja a—{a(t)} ma n-ia pochodnq aW={a< n )(t)} ciqglq 
w przedziale 0<2< oo, to 

s n a= aW + {0) + sa^-V (9) +... +S*- 1 a (0). 

Ze wzgl§du na zastosowanie przy rozwi^zywaniu rdwnaii roz- 
niczkowyck najwygodniej jest zapisac ostatni wzor w postaei 

= s JI ^ i /i(0) —^ n “ 2 >(0)— «(«-4>(0). 

dwiczenie. Sprawdzi6 rownosci: 

(a) s 2 {sin 0 = 1—{sin0, (£) s^{oost}=s —{cost}. 


§ 23. Wielomiany operatora s 

Wazn% role w zastosowaniacli graj% operatory w ksztalcie wielo- 
mianow 

(23.1) a n <; n + a n - 1 S *- 1 +... + a x s + a 07 

gdzie a n ,... ,a 0 dowolnymi liezbami. Dzialania na tyelx wielo- 
mianach wykonuje si§ tak samo jak w zwyMej algebrze, naprzyklad: 

(s — 1) (S n - 1 + S n -*+... + l)=8 n —l. 

Jezeli diva wielomiany operatora s sq sobie rowne , to majq\ wspol- 
czynniki odpowiednio rowne , to znaczy z rownosci 

(23.2) a n s n +a„_iS n - 1 +...+ a 1 s+a 0 ==^ n s <n +/9 ll _iS Jfl - 1 +...+^ 1 s+^ 0 
wynikaj% zawsze rownosci 

(23.3) a n — fS n , a n —i — , Qi = flu &Q = ^q. 

Istotnie, mnoz^e rowno^c (23.2) przez mamy 

a n l+... + a ^ 1 = /?„!+... + p o l n+1 ; 

rownosd ta oznacza, ze 

«n + -*- + ^77 = ^ + --- + ^0“! 0^#<CX). 

fl : «.; 


St%d na* podstawie znanego juz twierdzenia o zwyklycb wielomia- 
nacb wynikaj% rownosci (23.3). 

fiwiczenia. I. Pdowodnic wzor 

1-f S + !?+... + 8 n - 1 = (8 n —!){€*}. . 


H 


2. Sprawdzic, ze 

y^S^ r \(S— «)*+«*] [(5-f «) 2 -|-0 2 ] 


dla a = — 

Fs 


5 

/ 
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§ 24. Zwiqzki operatora s z funkcjo wyktadniczq 

Stosuj^c wz6r (21.1) do fimkoji {e°‘}, znajdujemy rownosd 
s(e <rf }=l+«{«“'}> 
z ktbrej latwo -wyliczamy 

(24.1) M-ii' 

Na podstawie definicji splotu mamy 

_l__ j I ,«-•>?-.(.!={«■'/*) - {£«■*}, 

- (««/£*} - |«-) 

i ogolnie 

(24.2) 


ion 
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—— = { — — ,eA (n= 1,2,...). 

— a) n \(w-l)! f 

. . f t "- 1 1 _, . 


(* 

___| wyprowadzo 

nego w paragrafie 8 (str. 8) i sprowadza si§ do niego przez pod- 
stawienie a=0. 

§ 25. Zwi^zki operatora s z funkcjami trygonometrycznymi 

bla podstawie znanycb wzorow Eulera 


p—ijc 


sin x ■ 


2i 


COS 0? = 


eto+e- 1 * 


mamy 


{e“*sin fit}- i { e «* cos /»}—'§ {e<“-W»'+e<— <»<}. 

' 4 

Korzystaj^c z (24.1) mozemy napisad 

<•" “»«■-1 +r=^)'- ■ 


Wyprowadzili^my wi§c wrzory 
1 


(*— a) 2 -\-fP 


(fi>0), 


s—a 


(s—a^+fi* 


=(e 0< cos fit}. 


Potegi operatora l/[(s—a) 2 +^®] mozna obliezad przez kolejne 
wykonywanie splotu: 


[(s-af+^T 


go(t—T) gin /? (t —t) * e m sin /5 t drj = 

: {i^ 3 sm ^ ~ i cos ^j} * 


[<S- 


- f r j 2 ipjs (2 fi 3 ! 6 ”^ ^ ®ki/!(f t) • J^- e® 1 sin fix Tfc® 1 cos p’rjrfrj— 


■{$[(?-£)■ 


-H- —^-Visin fit—^tcosfit 


I 


Ogolny wzor jest dodd skomplikowany. Wypro wadzimy go 
w paragrafie 63 cz§dei II. 

Wazny jest szczegolny przypadek wzordw (25.1), ktory otrzy- 
mnjemy podsfcawiaj%e a= 0: 

^=j-sm^}, __ = {eos^}. 


(a) 


Cwiczenie. Udowodni6 wzory 
1 


(s — a ) 2 —P 


=|"^sh^| (£>0); 




§26. Wyraienia wymierne operatora s 

Z algebry wiadomo, ze kazde wyrazenie 


(26.1) 


rntS m +.~ + ri3+ro 

d*^+~. + M + <5 0 




gdzie y OT ,...,y 0 i d n ,... } d Q s% liczbami rzeczywistymi, daje si§ roz- 
bid na ulamki proste nast§puj%cych ksztaltow: 


(s-a)P’ t {8 -af + (Py» 

gdzie a i /? s% rbwniez liczbami rzeczywistymi, a p liczb% natnraln^.. 
TJlamki dwocb. pierwszych typow mozna, korzystaj^c z metody 
podanej w poprzednim paragralie, przedstawid zawsze za pomoc% 
fnnkcji wykladniczej i funkcyj trygonometrycznycb. W nlamkacb 
trzeciego typn dochodzi jeszcze czynnik s ? mozna wi§e je rowniez 
sprowadzid do fnnkcji wykladniczej i fnnkcyj trygonometrycznycb 
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przez zastosowanie wzoru (21.1). Na przyktad: 


[(s-af+n 


{— [i sin pt—t cos 
\2 p\fi 



poniewaz wyrazenie w klamrze { } j«t rowne zeru dla t 0, po 
cliodna zad z tego wyrazenia ma postad 


wi§c 


[(s-af + p 2 ? \2P‘ 


3 jj« + P 2 t) jj sin fit at COS /ft], 

= {w [(a+ P H) 1 sin ^ ~ at cos H' 


Ostatecznie kazde wyrazenie wymierne (26.1) daje si§ P*zez 
rozkiad na ulamki proste sprowadzid do funkcji wykladmcze] i do 
funkeyi trygonometrycznyck. Przy rozkladzie na ulamki proste 
najlepiej stosowad, podobnie jak si§ to robi w racbunku calkowym, 
metod§ wspolczynnikow nieoznaczonyck. 


Przyklady. 

1. ObUczyd 

Mianownik rozklada si§ tu na dwa rozne czynniki liniowe: 
s i s+2. Mozna wi§c znalezc takie liczby A i B, ze 

S+l - — — 

s(s+2) s s + 2 

Mnozq>c t§ rownogd obustronnie przez s(s+2), mamy 
s+l=(A+B)s+2A. 


2- Obliczyd — 

Szukamy takich statycb A, B i C, zeby 

t>t?-j-3 A % B(s+ l)-j~0 

(s —1 ){s*+ + 5) ” A ~ ($+ f)*+ T * 

Mjloz%c t§ towho&6 obustronnie przez (s— l)($ 2 +2s+5) 
i porownuj%c nast§pnie wspoiczynniki przy rownych pot^gacb, 
znajdnjemy 

A=l, 1 i C=3. 

Zatem 

5^+3 1 s+l 3 

(< s—l) [$*+2s+5) ~~s—l (s+l) 2 +4 _f >+l) 2 + 4 

=je f —cos 2£+ 1 tr* sin * 


3 ‘ 0VB/ ** 6 s( 2 s + ip ' 

Bozkladamy na ulamki proste 


s(2s+l) 3 s T s+P (H^) 2 («+i) 3 

8[+(s+|) 3 +-Bs(s+|)*+gs(s+|)+l>s1 

s(2s+l) 3 

Por6wnnj%c w licznikaeh. wspoiczynniki przy rdwnych. po- 
tegach. s, dockodzimy do rownodei 

0=8J.+8B, 0 = 6J.+2B+4tf+8I>, 

0=12J.+8B+8C, 1 =A. 


Rdwnodd ta b<jdzie spelniona, gdy A+B= 1 i 2+=l, to znaczy, 
gdy A= B=^. St^d 


i ostatecznie 


8+1 1 1 1 1 
s 2 +'2s~~2 s ' 2 s+2 



Bozwi^zuj^c ten uMad rownaii znajdnjemy 

A=l, B— —1, G=-i, D=-i. 

Wobec tego 

1 1_1_1_ 1 

stZs+l) 3- s s+| 2 (s+|) 2 4(s+|) 3 

={1 — e ~ m — | te-W— = 

={l-i(8+4 t+P)e-«*}. 


Rachuock operator6vr 


3 
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4. Obliezyc 


2s 6 +6s 4 +3s 2 +5 
s«+2s 6 -2s 2 — 1* 


Piszemy 


zachodzi rownosc 

_ y P l p +—+y 0 

PnP +...+/3 0 _ ^l«+...+5 0 ‘ 


2s 6 +6s 4 +3s 2 +.5 2s 6 +6s 4 +3s 2 +5 

s 8 +2$ 6 -2s 2 -l _ (s-1)(s+1) (s 2 +1) 3 

A B. Cs+D Es+F Gs + H 

- s —1 + S + 1 + S 8 +l + ( S 8 + 1)8 + ( S 2 + 1 ) 3 - 

[J.(s+l)+-B(s-l)](s 2 +l) 3 +[(C f s+I» (s a +l) 2 +(^s+^)(s 2 +3)+G ! s+ff-l( s 2_ 
‘ (s-l)(s+l)(s 2 +l) 3 " ~ 

Por6mi.an.ie wspolczynnikow w lieznikach daje nam rownosci 

0 =A+B+G, 0 = 3A + 3B-G+G, ■ 

2=A-B+D, 3 = 3A-3B-D+S, 

Q=3A+3B+C+E, 0 =A + B — C—E—G, 

6 = 3A—3B+B+E, 6 =A—B—I)—F—E. 

Stgd 

A=l, B = —1, H —— 3, G=D=E—F==G = Q 

i 

2s 6 +6s 4 +3s 2 +5_ 1 1 3 

s 8 +2s 6 —2s 2 —1 — s— 1 s+1 ( S 2+ij3“ 

=|e'— e-*— | (3— P) sin t + 1 1 cos i|. 

Jezeli m>w, to wyrazenie (26.1) przedstawiamy jako sum§ 
wielomianu operatora s i ulamka, w ktdrym stopieii licznika jest 
juz mniejszy od stopnia mianownika. Po tymprzeksztalcenin mozemy 
juz stosowac metod§ rozkladu na ulamki proste. 

Przyklad. . 

-iL = S 2 + S + l + _i I=s 2 +s + 1+{e ,}. 

Udowodnimy jeszcze nastepujg.ee twierdzenie: 

Jezeli . 

f26 2* M m +...+g 0 7pSP+. . +y n 

Pn$ n +... + p 0 d q s*+..,+d 0 ’ - 

to dla Icazdej liczby £ (rzeczywistej lub zespolonej), iakiej ze 

(26.3) ^+... + ^0 i ^ f .,. +(5o+0> 


Dowod. Z rowno^oi (26.2) wynika, ze 


(a^+...+a 0 )(V ? +-A)=(y^ p +**-+7o)(^ n +*-*+i3o). 

Po wykonaniu mnozenia otrzymamy z obu stron wielomiany opera¬ 
tora s. Wielomiany te b§d^ mialy rowne wspolczynniki na pod- 
stawie twierdzenia z paragrafu 23. St%d wynika, ze musi tez by <5 

{am£ mJ r ...+%) (d q £ Q + ... +^ 0 ) = (ypl r;, + — +y 0 )(Af n + — + A>)* 
Wobec (26.3) z rownosei tej otrzymnjemy od razn (26.2). 


Cwiczenia. 1. Sprowadzic do fimkcyj wyHadniczycIi i trygonome- 
tryeznych nastepuj^ce wyrazenia: 


M 

<P> 


1 

2 s? — 2s+5’ 

Ss —4 
8- - 8 -6* 


(e) s^+^+s ’ 

« iqrp 


(T) 


^+25—6 
s*—s — 2’ 


6s 2 +4s +1 
(S) “’ 


(») 

(0 


o^+S^+ISs—12 
s 4 —16 
1 

(«*+«+!)»• 


2. Wykazac, ze 


to 

to 

to 

(S) 

(s) 

to 

W 

(0 


(s — a)(s — p) 
8 


£ — 


{ e «* _«,/»}, 

(?+W+?) = fcA (cos ^ “ 608 -) } 


/J*- 


■ = sin at — \ sin tftl 
I \a ^ I 


(s^+a 2 ) (s^+iJ 2 ) 

ir -L^={^L(sl 1 «t-sin^)j 

1 f 1 / .at . at 

s f 1 . at , ail 

-sm—sii —J 

^-fa 4 \a 4 Y'Z p2j 


, at at 
-sh ~ co s 


n n. 


i) 


«(«*+7) 


(s=+l)(s 2 +9) 
3s 2 — 1 
(«*+!)* 


{cos 2 *}, 
= |fl 2 sin 1). 


(«=f=0, (J=j=0), 
(«+0), 
(o=(=0), 
(“4=0), 


3 * 




























EOZDZIAi IV 

Rownania rozniczkowe zwyezajne 
o wspolczynnikach stalych 

§27. Ogdlna metoda i przykJady 

Bachnnek operatorow daje wygodne sposoby rozwi%zywania 
rdwnan rozniezkowych liniowych.. Szczegdlnie pi^kne pole do za- 
stosowan stanowiq. rownania ez^stkowe, ale takze w przypadku ■* 
r6wnan zwyczajnycb stosowanie operatorow daje pewne korzyfci 
w stosunku do metod klasycznycb. Me wymaga ono stwarzania 
dla tych rownab zadnej osobnej teorii, sprowadzajq,c je automatycz- 
nie, zardwno w przypadku ich jednorodnogei jak i niejednorodnofci, 
do zwyklycb rownan algebraieznyck. 

Weimy pod nwag$ rownanie rozniczkowe n- go rz^du 

(27.1) a„a^ + +... + a 0 x=f, 

w ktorym wspolczynniki a„,...,a 0 (a„=f=0) stale, f zaO jest do- 
woln% funkcj% ci%gl% dla t>0. Szukamy rozwiazania x(t) spelnia- 
j%cego warunki poczqtkowe 

ar(0)=y 0 , x'[0)=y 1 , ..., a;('>- 1 )(0) = y„_i. 

Wobec wzoru ogolnego 

s n x—s n ~^ 1 x( 0) —. 

wyprowadzonego w paragrafie 22 (str. 29), rownanie (27.1) mozna 
napisa<5 w\ postaci 

°n S n x + (a*—1 S n ~ 1 X +... -f a Q X — /?n—iS n “ X + Pn—t $ n ~ Z + • • • + Po +/, 

gcLzie 

0,4.1 y Q -f CLp ~2 Y\ + • • - + Ctn y n~v-l 

St%d znajdujemy od razu 

x Pn-tS n ~ 1 +...+P Q +f 

_a n s n +,..-f-a 0 
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Aby otrzymae rozwi^zanie w zwyklej postaci, mozna r&cbowad 
wedlug scbematn 

x _ $n- lg n - 1 + ... + gn [ l 

a n s n +...+a Q ^ a JI s n +,..+ a 0 

i stosowac rozklad na ulamki proste. 

Zupelnie podobnie mozna rozwi^zywad uklady rownan roz- 
niczkowycb o wspblczynnikaeh staiycb 


Hb a li®l + — + G 1 n%ii — fit 


—*/*• 

Zakladajac, ze 

a? 1 {0)=y 1 , *** t ^ti(O) = y nj 

mozemy, korzystaj^c z ogolnego zwi%zku &{0), nadac temu 

nkladowi postac 

(%+ S')^i+--+ a ln^n=yi+ fl 
at n x 1 +^.+{a im +s)x n =y n +f n . 

Do rozwi%zania tego uktadu mozna stosowac wyznaczniki lnb 
j ak^kolwiek inn a, klasyczna metod§ rozwi^zywania ukladow rownan 
algebraicznycb. 

Przyklady. 

1. Znalezd rozwi^zanie x(t) rownania rozniczkowego 
w'—x=(2t—l)e p x ), 

takie ze a?(0) = 2. 


x ) Cliche bye koasekwentnym w przyj^tej w paragrafie 7 symboKce, na- 
lezaloby raezej pisac 

of — x— {(2f—l)^}# 

gdyz prawa strona rownania, podobnie jak lewa, jest fnnkcja. Aby przyzwy- 
czai6 si^ jednak do poprawnego stosowania racbnnkn operatorow do dziedzin, 
gdzie zadania podawane w dawnej, nie operatorowej symboliee, uzywamy 
jej eelowo w sformulowaniu zadan, przecbodz%c do postaci operatorowej dopiero 
w trakeie ro zwi^zywania. 
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zatem 

gdzie 

St%d 


Bozwi^zanie. Wobec warunku poczglkowego mamy x'—sx— 2 ; 
* 0 — 0 == 2 +/, 
f={(2t-l)e e }. 

a. = 2±| = 2 + J_ . f={2e t }+{e t } {{2t-l)efi} = 
s—1 S—1 5—1 

=|2e*+ J e t ~ f (2x—l )e*dx} = {e t +e e }. 

2. Znalezc rozwi^zanie ®(i) rownania rozniczkowego 


,o?"+A 2 ^=0 

speiniajg.ce warunki poezgtkowe 

X(0 ) = a, $'(()) = /?. 

Bozwi%zanie. Jest teraz a/'=s 2 ai?—as —p i wobec tego 


a+P), 


4 “ as + p ; 

st%d 

*- + ptw■!“'“ os “+ 1 ™4 

3. Znalezd rozwigzanie x(t) rownania 

^ x" — x' — 60 = 2 , 

spelniajg.ee warunki poczglkowe 

#( 0 ) = 1 , a? / ( 0 ) = 0 . 

Bozwig&anie. Poniewaz funkcja 2, wyst^puj^ca po prawej 
stronie, moze byc5 zrodlem nieporozumienia, napiszmy jeszcze to 
rownanie w postaci 

{*"(<)}—W*)}— 6 {®(i)}={ 2 }; 

poniewaz { 2 }= 2 Z= 2 i wi§c po uwzgl§dnieniu warunkow poczg.tko- 
s 


127 

wych. mamy 
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a stgd 


s*x—$x—6x=s— 1 + 



s 2 —s+ 2 _ 11,81 ,41 

-~s($—3) (s-f-2) ~ 3 s+15 §—3^5 8+2 

“H + n'“ + H- ■ 


4. Znalezc rozwigzanie rownania 

w&J r 2%(V—2x"~x==0, 
spelniajgee warunki poezatkowe 

x{ 0) =®"(0) =0< 4) { 0)=^>(0)=0, 
a?'(0)=2, 0®(O)=2, 0<*>(O) = — 1, ^(0)=11. 

Bozwigzanie. Z postaei operatorowej rownania 
s & x+2s G x-~2s*x—x=2sS+6s i +3s*+o 


znajdujemy, majgc na nwadze rozwigzanie przykiadu 4 z para- 
grafu 26 (str. 34), 


2s e +6s 4 +3s 2 +5 

s*+2s*~2s 2 —l 


je*— er 4 — | (3 —£) 3 sin t +g t cos f j. 


5 . Bozwigzad uklad rownan rozniczkowych 

x r —ax—fly={k at , 
f+px—ay=0 

przy zalozeniu, ze 

x(0) = 0, y( 0 )=l. 

Bozwigzanie. 

/? 

sx—ax—3y= ——, 
r s—cr 

- i 

sy+fix—ay — 1. 


Stosuj%c dalej zwykle metody rozwi^zywania ukladow rownan 
algebraieznyeh, znajdnjemy 


2p 


(s — a) 2 - 




s—a ) 2 —/? 2 


{»-“)[(*-«)• 
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Iran 


*={26“* sin /Si}, 
2(s—-a) 


2(s a) _ J_ = {2e“*cos/S«-6“*}={e at (2 cos#—1)}. 
y (s— a) 2 +j8 2 s— a 

6. Roz'wiq ! zac uklad rownaa rozniczkowycli 


- 3 /—2 z* x-\-y — tli 


shJ 


x ), 


2 ^+ 2/"+^'+^-2 — 

zaktadaj^c, ze 

®(0) = *'(0) = 3/(0) =2/'(0) = 2(0) = /(0) = 0. 

Bozwi%zanie. Wprowadzmy oznaczenie / = {th t}-, wtedy 

|_2 iM.} =s a/_l i rownania mozemy napisad w postaci 

I cli 3 fl 

S*+S2— 2=0, 

—s*—2s2+a?+i/ = /, 

2s 2 *+s 2 y+s 2 ;3+2=s 2 /—1. 

Oznaczaj^c przez D wyznaoznik tego ukladu, mamy 

s 


cb— 


D 

1 



D= 

—3+1 

0 

0 

3—1 

/ 

1 

—28 

s 2 /-l 

s 2 

s 2 +l 

s 

0 

5—1 

——S+1 

f 

—25 

2s 2 

s 2 /-l s 2 +l 


0 s—1 

1 — 2s 

s 2 +l 

s —1 


s 1 


=•(«+!) (s 2 +l), 


"s(s+l) (s 2 +l) 

— s 2 — 2s+1 


Z ~~D 


s 0 0 

-s+1 1 / 

2s 2 s 2 s 2 /—1 


s s+1 

# 

.-b/=-—-— 

s(s-j-l) (s 2 +l) ' s s+1 

—i ill : 


s 2 + l’ 

„ ‘1 


s 2 + l 




(s+l)(s 2 +l) 2"s+1 2 s 2 +l -1 ~2*s 2 +1 

*) th t—- — e —~ (tcmgens hiperbolicus), 
et+e^* 

shi=-§-(e # — e~*) (sinus JivperboVicus), 
chi—4(e*-J-e"~*) (cosinus Mperbolicus). 
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§ 27 


i wreszeie 


x ={ —1+ er tJ r sin t }, 
y={l — <r~*—2 sin t +tlx t}, 
z==^{— sin t+ cos i}. 


Cwiczenia. 1. Eozwi^zac nast^puj^e rownania przy zadanych wanrn- 
kaeh pocz^tkowych: 

(a) xf f — 2ax' J r (a 2 -{-p 2 )x=0; a;(0) = 0, #'(0) — 1. 

(p) a"-}-437=sin t; x(0)=x'(0) — 0. 

(y) x"'+z'=e 2t ; x(0)—X r (0)~x"(0)=0. 

(8) a?(0)=4, x'(0)=—2. 

(e) ^+ic' // =cosf, a?{0)=^(0)=a?"(0)=<0), x"'(0 )=y. 

(tj) 43?"'— 8z" — a/ — 3*=— 8e*; a;(0)=^(0)=a7 /, (0)=l. 

(*) ^4-4®=^; aj(O)—a^{0)=ic // (0)=a/ // (0)=0. 

W aj^-12a s ^+a 4 aj=ehai; x(0)=^(0) = l, ^(0Hl-2a 2 , *"'(0)=—2a 2 . 

(x) a? (5> 4 “ 2 aj" , 4 -a?'=ai 4 -/?smi 4 -y cosi; ic(0)==a;'(a)==^ , (0)= 2 ^ /,/ (0)=a; ( ^(0) = 0. 

(X) x" —4sinfi-sin %t; a;(0)=l, 37 / (0) = 0. 

(Wskazowka. Zamienic iloczyn sinusow na roznie^ cosinusow.) 


2. Rozwiazac nast^pujace ukiady rawnaii przy zadanych warunkach po- 


czg/tkowyeh: 

(a) x' — y* — 2a;4-2y=l— 2i, 
x" 4*2y / 4-37=0; 
^x(0)=y(0)=a/(0)=0. 

(P) x'^ — y, 

y'=2x+2y; 

*(0)—ar{0)=i. 

<Y) af+*y=*3t, 
y' — 2 x=4; 

*(0)=2, y(0) = 3. 


(S) x'-jry'—y=eK 
2x ,J ry /J r 2y— 608 *5 

fc(0)=3f(0)=0. 


(e) 2a7 , 4-t^ / — 3^7=0, 

x"+y' — 2y=e tt ; 

37(0)=—1, *'(0)=1, y(0)=0. 

(tq) x f —a:4-2y=0, 

x" — 2y'=2t —cos 2i; 
x(Q)=0, a/(0)= — 1. 

(^) x'=y — 
y'=x-\ry, 
z' = 374-0; 

a?(0)=I, y(0)=2, s(0)=3. 

(tj a;'=6aj— r !2y+4£z, 
y'— — 4a? 4-40 y—~22z, 

S^rs —6*4-67y — 31^; 

• aj(0)=9, y(0)=5, *(0)-7. 






















ROZDZIAL V 



Teoria obwodow elektrycznych 

§28. Uwagi dotycz^ce stosowania rachunku operatordw 
do zagadnien fizyki i techniki 

Pray stosowanin rachnnkn operatorow do zagadnien fizyki 
lub techniki, gdzie uzywanie takiego czy innego znakowania u£wi§- 
cone jest tradycj^., pewna trndno^d moze lezed w poprawnym prze- 
lozeniu danych rownaii na symbolik§ operatorow^. Celem wyja&nie- 
nia moggeych si§ pray tym nasnn^d w^tplim^ci praedyskutujemy 
dla przykladu xownanie rozniczkowe px^du elektrycznego 

(28.1) LI' + RI=E, 

gdzie L, R, E i I oznaczaj^ odpowiednio samoindukcj§, opdr, sil^ 
elektxomotoryczn^ i nat^zenie px^du; zakiadamy pray tym, ze L 
i R s§, stale. 

Pxzypugdmy, ze chcemy wyznaczyd nat^zenie I, znaj^c L , R 
i E oraz wiedz^c, ze w chwili t— 0 nat^zenie jest xdwne zexu 

1 ( 0 ) = 0 . 

Mamy wtenczas po prostn 

(28.2) LsI+RI^E, 
a st%d 

I= Ls+M =:E I's +RjL = Iz exp ( — X*)} 

i ostatecznie 

t 

(28.3) I={i /E'(i_ T )exp(~T)^r). 

0 

Jezeli w szczegolno^ci siia. elektromotoxyczna jest stala, to 
wzor (28.3) si§ uprofci i calkowanie da si§ efektywnie wykonad 

I= lr/ 6±p (-f r H-{s[ 1 - w p(-|‘)]l- 

0 


(28.4) 
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Uwagi dotvcz^ce zagadnien fizyki i teeliniki 


W tym przypadkn mozna tez od pocz%tku liter§ E traktowad 
jako liczb§, podobnie jak litery L i R; ehc%c wtedy rachunek prze- 
prowadzid popxawnie, ran si my zmodyfikowad xownanie operate- 
xowe (28.2). Istotnie, jezeli traktujemy X, R i E jako liezby, to pre- 
cyzuj^c dokiadniej xownanie wyjsciowe (28.1), powinnismy napisad 


wtedy w skroeonej symboliee operatorowej bedziemy midi, wobec 

I(0) = 0, 

<28.5) LsI+BI=E-. 

S 


Stq?d 

1= 


E Ell 1 \ 

s{Xrs+R ) s+RjLi 


■{§[—(- 1 # 


Otrzymalismy inng, droga ten sam wynik eo w (28.4), pxzy tym 
uniknglisnxy eaikowania. 

Zwrodmy uwag§ na to, ze w zaleznosei od tego czy E traktn- 
jemy jako £unkcj§, czy tez jako liezby, xozne otxzymujemy rowna- 
nia opexatoxowe (28.2) lub (28.5). Jak widad z powyzszego przykladu, 
poprawne wprowadzenie symboliki opexatoxowej wymaga staran- 
nego rozroznienia uzytych liter. W pxzypadkach w^tpliwych trud- 
nosei dadz^ si§ zawsze unikn^c, jezeli z samego pocz^tkn w row- 
nanin pierwotnym uwidoeznimy wyraznie, gdzie wyst^puje zmienna t. 
Chc%c na pxzyklad uwzgl§dnic zmiennosc sily elektromotorycznej, 
rownanie (28.1) napiszemy najpierw w postaci 

{X-r(t) + R‘I(t)}={^)}; 

jezeli za£ przyjmiemy, ze sila elektromotoxyczna jest stala, to mo- 
zemy napisad 

{L.r(t)+R~I(t)}^{E}. 

Wprowadzaj^c w pierwszym przypadkn oznaczenia I={J(t)}, 
I’={l'{t)} i E={E(t)}, mamy 

(28.6) Ll'+RI=E, 


w drugim zas przypadkn jest 


{E}—Ej i wobec tego 


(28.7) 


LI'+RI=E~. 
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Korzystaj%e wreszcie z rowno^ci l'=sl— I(0)f=sI, docliodziruy 
do rdwnania (28.2) wzgl§dnie (28.5). Przy niewielkiej stosunkowo 
wprawie mozna od razu wypisywad rdwnania w postacx operato- 
rowej, nalezy tylko wyraznie ustalid, ktore litery traktujemy jako 
funkeje, a ktore jako liczby. 

Warto zwrocid uwag§ na fakt, ze rownanie operatorowe (28.6) 
jest formalnie identyczne z rownaniem wyjsciowym (28.1), row- 
name zad (28.7) jest od nick rdzne. Tlumaczy si§ to oczywisfcie przez 
fakt, ze w rownaniu (28.6) symbol E traktujemy jako funkcj§, 
w rownaniu zai (28.7) jako liczby. 

Zauwazmy jeszcze, ze jezeli w rownaniu (28.1) na przyklad 
opor R jest zmienny, to nie da si§ ono juz sprowadzid do postaci 
operatorowej. TTwidoczni si§ to od razu, gdy napiszemy wyraznie 

{L-I'(t)+R(t)-I(t)}={E}. 

Wyrazenia {B{t) ■I(t ).} nie mozemy napisad w postaci BI, gdyz w ra- 

cbunku operatorow oznaczaloby to splot {fR{t—x)I(x)dx}. Mozna 

o 

ogolnie udowodnid, ze jezeli wspolczynniki rdwnania rdzniczko- 
wego s% zmienne, to przez symbolic operatorow^ nie da si§ tego 
rdwnania sprowadzid do rownauia algebraicznego, jak to ma miejsce 
w przypadku rownan o wspolczynnikaoh stalych. 

§29. Ofowdd elektryczny 


St%d przez eliminaej§ Q znajdujemy rownanie 


(29.1) 


[Ls+B + ^I^E+Lm 


Q± Q) 
Gs ’ 


§ 30. Zerowe warunki poczqtkowe 

Zaiozmy teraz, ze poez%tkowe nat§zenie pradu i poczatkowy 
ladunek s£* rdwne zeru. Wowczas rdwuanie (29.9) redukuje si§ do 
postaci 

(30.1) (is+12 + ^Jl=J5. 


Przypu&Smy, ze w chwili t= 0 wl^czamy do obwodu stal% sil§ elektro- 
motoryezn% M Q . Mamy wtedy E=E Q [s i 


a stg»d 


gdzie 

(30.2) 


(i»+B + i) 1-^, 

__ B _ 1 R?_ 

2i’ ll ~~LG 4d/‘ 


Bozwi%zemy teraz zagadnienie ogolniejsze. 

Do obwodu elektrycznego o samoindukcji L, oporze E i po- 
jenmoM G wl^czamy sil§ elektromotoryczn^, JE. Jezeli I oznacza 
^ nat^zenie pr^du, Q za^ ladunek na oklad- 

® kacb kondensatoxa, to spelnionenastgpu- 

C 4= j^ee rownania rozniczkowe 


■Of 


Q 


LI'+RI+% 


Eyfl. 5. Obwdd elek- 
tryczny. 


E, Q'=I, 

oznacza rozniczkowanie wzgl§- 


gdzie znak 
dem czasu. 

Pisz%c te rownania w postaci operatorowej ? mamy 

Q 


LsI+EI -j- -q 


-E+LI( 6 ), sQ = I+Q( 0 ), 

gdzie 1(0) i Q(0) oznaczaj^, nat^zenie pr^du i ladunek w chwili t= 0. 


Datwo wyliczyd, ze 




r, 

i 


e -1 “* sin YJlt, 

gdy 

{1>0 

ter-*, 

gdy 

a ~ 0 

: er* sh 

gdy 

fi< o 


St%d znajdujemy latwo wzory 
(I) dla fi> 0: 


(II) dla fi=0: 


I(t) = ^e _a 'sin Y^t) 
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(III) dla «< 0: 


ion 


m- 






e- ai sh 


Eozpatrzymy jeszcze przypadek ogolny. Przypuscmy, ze 
v chwili t=0 wl^czamy dowolna sil§ elettromotoryczn^ B={E(t)}. 
Z rownania (30.1) znajdnjemy 

Q S 

I==E -=- — = E 


I ( l ' + i’ + io) 


:E\ 


L ” ' LG) 
s+a 


^[(s + a) a +y“] i[(s+a) a +^l 


L[s+a)*+ft] 

\ 


Poniewaz 


s+a 


{s + a)* + (t 


wi§c mamy wzory 
(I) dla fi> 0: 


t _ 

I(t) = j- J J5(f —r) <r-« jcos |/jl- r— y= sin YJ) tJ dr; 


(II) dla n= 0: 


m- 


■J' E(t-r){l — ar)e- m d-r, 


(III) dla ^<0: 


m 


= j j J' L{t—r)e—™ |ch Y—P 1 —y== s h dr. 


§ 31. Prqd zwarcia 

W poprzednim paragrafie zakladali^my stale, ze I(0) = 0 
i Q(0)=0. Obeeme przyjmiemy, ze 1(0) i Q(0) s% dowolne, a E=0. 
Odpowiada to zalozenin, ze konce obwodu zwieramy w cbwili i— 0, 
bez wl^czenia jakiejkolwiek sily elektromotorycznej. ISTazwijmy 
pr§»d, ktory wowczas przepiywa przez obwod, prq,dem zwarcia 
i oznaczmy go przez I. 


31 Prq.4 zwarcia 

Pr§d zwarcia spehiia rownanie 

(31.3) 
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ma wi§c postad 
(31.2) 


(ls+B+-^I=LI(Q)- 
0 ( 0 ) 


m 

Gs 


Lim- 


1 = 


Gs 


Ls+B + 


Gs 


Mozna tez napisad 


LsI(O)- 


0 ( 0 ) 

0 


er~ at cos YJttj 

gdy 

= 0 ’ 


lU+ 

er*, 

gdy 

fJL <0 

7 

\ 

fit, 

gdy 

^ >0 

gdzie 



1 ( 0 ) 




(s+aP+^t (s+a^+zi’ 


a=^i(0)+^0(0), 

a a i [i sa okreslone przez (30.2). 

Wobec wzorow podanycb w poprzednim paragrafie znajdu- 
jemy st-%d od razu przebieg pr^dii zwarcia: 


(I) dla fJL> 0: 


I(t)—I(0) • t a *cos Ypt —sin 


(II) dla fi= 0: 


(III) dla fi< 0: 


1(f) = (j(0)— 


I(t)=I(0)er-°*ch V^t —== er *sh 

Y-f* 

Eachunek powyzszy jest wazny przy zalozenru, ze L>0. 
Gdy i=0, B >0 i G> 0, to 


0 ( 0 ) 


a stad 
(31.3) 


1(f) = 


CBs+V 

0 ( 0 ) 


GB 


exp 


(-U 
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ion 


Gdy obwod jest bez kondensatora, to zamiast (31.1) mamy 
rownanie 

(Ls+B)I=LI( 0 ); 


J 31 
gdzie 



, e*«» 

' LG ’ 


t cr y== YLG — 
° 7 r L Q(i»- 


odpowiada to zalozeniu 0= oo. W tym przypadku jest 

T LI( 0 ) 

Ls+Jtt 


I(t)=Z(0)exp|— 

kali wo zauwazyc, ze przy zalozeniu. It > 0 pr^d zwarcia inalejt 
do zera, jak funkcja wykladnieza, we wszystkicb omowionych przy 
padkach. W^tpbwo^ rnoSe powstac tylko w przypadku (III); alt 
wystarezy sprawdzid, ze przy fi< 0 jest 

e—°*ek |/^i=^(e-<“-l c:: ?> J +e-<“+^ ) ') ) 

e-M sb =4- (, 


x ze 




Malenie pr^du zwarcia do zera jest zroznmiate, gdyz wewnqtrz 
rozwazanego obwodu nie ma zadnej sily elektromotorycznej , istnie- 
j%cy za£ pr%d zuzywa si§ stale na pokonywanie oporu. 

W pewnycii obliczeniach, gdy opdr obwodu jest maly, przyj- 
muje si§ E—0. Przyblizenie to jest tylko wtedy uzasadnione, gdy 
przebieg pr%du badamy w przeciggu krotkiego czasu. Gdy B = 0, 
£>0 i obwdd ma koudensator, to na podstawie wzorn (31.1) mamy 


(31.4) 


czyli 



*I( 0) 


9(0) 

LG 



I(t)=I( 0) cos 


\lg yic yio’ 


7(*)=0sin(>—p=), 


W tym przypadku prad zwarcia jest sinnsoidalny. 

Gdy B=0 , L >0 i obwod nie ma kondensatora, to w miejsee 
(31.1) mamy rownanie 

LsI=LI{ 0), 

a st^d 


czyli 


j 1 ( 0 ) 

s 9 

m=m 


dla kazdego 0. W tym przypadku. pr^d zwarcia jest staly. 

Bozpatrzmy jeszcze przypadek obwodu z kond^nsatorem, leez 
bez oporu i samoindukcji. Wtedy rownanie (31.1) formalnie 
upraszcza si§ do postaci 

1 f 9(0) 

Cs Cs * 

St^d mamy 

(31.5) 2= — 9(0)* 

Operator I jest w tym przypadku liezbq. Ale i teraz mozna 
pradowi zwarcia nadac pewien sens intuicyjny. W tym celu roz- 



wazamy najpierw obwod z kondensatorem i oporem; wdwczas 
przebieg zjawiska opisany jest przez rowno^c (31.3). R>ysunki 6 a, 
6 b i 6 c przedstawiajg, przebieg pr%du zwarcia dla roznych opo- 

Rachsmek operatorow 4 
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Impedancja 
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fan 


row, przy stalej pojemno^ci i ladnnku poczqtkowym. Widad, ze im 
mniejszy jest opor, tym wi§kszy jest pr$,d w chwili poczgtkowej, 
lecz tym pr^dzej zanika. Tlumaczy si§ to przez fakt, ze przy mniej- 1 
szym oporze szybciej rozladowuje si§ kondensator. Gdy B=Q 7 
to mamy zwarcie i kondensator rozladowuje si§ od razn, daj^c 
w pierwszej ckwili nat§zenie nieskonczenie wielkie, ktore natyck- 
’mia-st spada do zera. W rzeczywisto^ci takie warunki daj^ si§ zreali- 
zowae tylko w przyblizeniu, gdyz kazdy obwod ma pewien, chodby 
minimalny opor. Tym niemniej nogolnienie poj^eia pr^du zwarcia 
na przypadek, w ktorym opor czynny B jest rowny zeru, daje duze 
korzy^ci rackunkowe i pozwala w obliczeniack na jednolite trakto- 
wanie wszyst-kick przypadkow. 

Wazny wzastosowanlack jest przypadek, gdy 1(0) — 0 i §(0) = 0; 
w ckwili t= 0 nie piynie zaden pr^d i wszystkie kondensatory sg> 
rozladowane. Wowczas z wzoru (31.1) wynika, ze prq,d zwarcia 
jest od pocz^tkn rowny zeru. 

TTwaga, Eownanie (31.1) traei sens, gdy 0—0. Ale ten przy¬ 
padek nigdy nie zackodzi, gdyz w obwodzie z kondensatorem jest 
zawsze 0> 0, obwodowi za^ bez kondensatora odpowiada warto^d 
O=oo. Eola stalyck obwodn elektrycznego bylaby bardziej syme- 
tryczna, gdyky zamiast pojenmo^ci kondensatora wprowadzid jej 
odwrotno^c I/O, Jednakze ze wzgl^ddw zwyczajowyck pozostajemy 
przy oznaezeniaek tradycyjnyck. 

§ 32. Impedancja 

Korzystaj^c z poj^cia pr%dn zwarcia I, mozna rownanie (32.1) 
zapisad w postaci 

( 33 -l) I)=n. 

Wprowadzaj %e oznaczenie 

Z=Zs + B + j-, 

mozemy to rownanie zapisad jeszcze pro^ciej: 

(32.2) Z(I — I) — E. 

Jest to podstawowe rownanie obwodn elektrycznego. W przy- 
padku, gdy pr%d zwarcia jest rowny zeru, rownanie to upraszeza 
si§ do postaci 

(32.3) ZI ^ K 


Operator Z bedziemy nazywali impedanrjq rozwazanego nkladn 
samoindukcji, opom i pojemnoscL Impedancja Z ckarakteryznje 
w zupelnosci dynamiczne wlasnosci ukladn;pr%d zwarcia I ckarakte- 
ryzuje jego stan pocz^tkowy. 

Impedancja Z jest w pewnyni sensie uogolnieniem irapedaneji 
z teorii pr%dow sinusoidalnyck, ktore omowimy w nast^pnym para- 
grafie. 


§ 33. Pr^dy sinusoidalne 

Bardzo wazny w zastosowaniack jest przypadek, gdy napi^eie 
dane jest przez fnnkcjg 

E(t) = E 1 cos a>i—E 2 sin mt 

lnb w symbolic© operatorowej 


xi EjS JE 2 <o 
E = * 

Liczba- m nazywa si§ pulsaejq napi^cia. 

Jezeli zalozymy, ze pr%d zwarcia jest rowny zern, to bedziemy 
mieli rownanie 


( £s+ ' R+ i) I= ^ 


8 — E 2 CO 


Wobec tego 


(33.1) 1= El t E f > ■ 


Ls+B+ Gi 


s'-+oj 2 ' 


8 I 2 co Is -j—.Z? 


4 ' 2+C ° 2 is 2 +I&-f I ’ 

(J 


gdzie stale J 1} J 2 , A i B mozna wyznaczyc zwyklym sposobem. 
Wprowadzaj %e oznaczenia 


(33.2) 

mozna napisac 


T — T 

S 2 + co 2 ’ p ' 


As+B 


Lsz+Rs+I ’ 


2= 7,+1,. 


Pr^d I p ma analogiczn^ postad jak pr%d zwarcia (31.2), z czego 
wynika, ze maleje szybko do zera (przy zatozenin J2>0). Po pew- 
nym czasie nstali si§ pr%d sinnsoidalny In, ktory bedziemy nazywali 
prqdem ustdlonym] pr^-d ten nie zanika, co widoczne jest od razn, 

4 * 
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jezeli zapiszemy go w zwyklej postaci 

J n (^) = I 1 cos cot —1 2 sin cot 

Pr^d I p b^dziemy dla odroznienia nazywali prqdem przej- 
scioioym. 

W praktyce najcz^ciej cbodzi tylko o znalezienie pr^du. usta- 
lonego; wtedy obliczenie wsp61czynnik6w A i B we wzorze (33.1) 
staje si§ zbyteczne. Dla wyznaczerda J x i I 2 piszemy 


(33.3) 


1^—I 2 a) + I p *($ 2 + gj 2 ) 


U-lS — jW 2 co 

'ls + R + ± 


Eowno^6 ta, b§dg,ca konsekwencj^ wzorow (33.1) i (33.2) po- 
zostanie nadal prawdziwa, jezeli zamiast s podstawimy dowoln^, 
Iiczb§ ? dla ktdrej miano-wnik w (33.3) b§dzie rozny od zera (zob. 
§26). W szezegolnoM, jezeli za s podstawimy na przyklad coi , to 
wspolczynnik przy I p b^dzie rowny zeru; po podzieleniu calej r6w- 
noM przez coi pozostanie ostatecznie 


(33.4)* 




■®1 “I" 2 


Lcoi-\-R- 


Ccoi 


St%d przez porownanie cz§^ei rzeczywistej i urojonej po obydwn 
stronacb rownogci mozna latwo vyliczyc I x i I 2 : 


'■-lb 

gdzie 


R — JE t 




4= 


zl 


E \ L “--k) 


-\-E 2 R 


Zl = R*+[Lco 




W zastosowaniacb wazniejsze jest wyznaczenie innycb stalych, 
ktore omowimy nizej. 

ISapi^cie U(t) mozna przedstawie w postaci 

R(t) ==J5Jq cos [cot— {-<p) ? 

gdzie 

r 0 =VM+M, 

liezb§ -B 0 nazywamy amplitude napiQoia, a <p fazq, napiqcia. 


. E 2 


§ ^ Pr%dy sinosuidalne 

Podobnie mozna przedstawid nat^zenie I(i): 
I u (t)=I 0 cos {cotA- 

i 0 =Vi f+H, 
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gdzie 


, I 2 

J-l 


wielkosd I 0 jest ccfnplitudci Wr<x>i@zetiia t a ip fazq, TiatQzefiia. 

lilapi§cie E i pr%d I u przy danej frekwencji w zupelnoM 
scharakteryzo wane przez swe amplitudy i fazy. 

Przy powyzszycb oznaczeniacb. mamy 


E 1 + iE^ = E 0 e% 
mozna rowniez napisad 


h + ih = ^o^; 


gdzie 




Leo- 


+ ,g„. 

Wtenezas rownanie (33.4) przyj'muje postac 
Z 0 e w ■ I 0 e** = E 0 e*P; 


1 

Coo 


st%d mamy 
(33.5) 


V* — 0 -j- ip = q}. 


Wielkosd Z a nazywa si§ zwykle impedanejq, Iub zawadq, roz- 
wazanego obwodu. Poniewaz poprzednio wprowadzilifsmy nazw§ 
impedaneja w innym sensie, wi§c dla Z 0 uzywad b§dziemy nazwy 
zawada 1 ). Wielko^c 0 nazywamy przesuni^ciem fazy. 

Dla znalezienia amplitudy pr%du trwalego wystarezy podzielic 
amplitude napi§cia przez zawad§. Faz§ pr%du ustalonego znajdu- 
jemy odejmuj%c od fazy napigeia przesuni^cie fazy. 

x ) Operator Z w rownaniu (32.3) i liezba Z 0 w rownaniu (33.5) grajq, po- 
dobnq, role. 0 He jednak operator Z charakteryzuje wszystkie wlasnosei dyna- 
miezne ukladu i ma zastosowaoie dla pradow wszelMego rodzaju, to liezba Z„ 
pozwala obliezyc tylko amplitude pradu o stalej frekweneji (gdy znamy ampU- 
tud^ sily elektromotorycznej) i oie uwzgledmia na przyklad przestmigeia fazy. 
Z tych powodow impedanejq Z mozna nwazac za nogolnienie poj^cia zawady Z. 
(Carslaw-Jaeger [2], str. 29). 
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Zastosowanie liczb zespolonych do obliczania prqjdu ustalonego 
jest dobrze znane elektrot echriikom. Jak widzieli^my metoda ta daje 
si§ wyprowadzid w sposob latwy i naturalny z racbunku operatorow. 

Zauwazmy jeszcze, ze z rownym pozytkiem raozna by wr6w- 
naniu (33.3) w miejsee s podstawiac — coi (zamiast m), wowczas 
jednak rachunki formalne rozniiyby si§ w drobnycb szczegolach 
od racbunkow n£wi§conycb tradycj^. 

Przy obliczaniu ealkowitego prgdu I masimy jeszcze wyzna- 
czy<5 prg>d przejfciowy I p . Ze wzoru. (33.3) mamy 

(33.6) Ip==- t~ -—r-^5— E 2 co— (I 1 $—J 2 a))[jDs+J?+^-^ . 

{sH-co>)[Ls+B+^ [ V 6S/J 

Ale wzor (33.4) mozna napisad w postaci 

+ iE 2 = (\Lon + E + {Ii + il%)i 


sk%d przez porownarde ez$£ci rzeezywistycb i urojonycb mamy 


E x — I 2 ^Lw (jtyjt 

E2 — 1% {lo>— + 12^ 


Podstawiaj%c te wartodci do wzoru (33.6), znajdujemy po 
latwy ch uproszczeniacb 



-LI, 


coGs 


Z S+ B + — 


Pr%d przejMowy jest wi<jc identyczny z prqdem zwarcia, 
w ktorym nat§zenie pocz^tkowe wynosi — i ktorego ladunek 

pocz%tko-wy na kondensatorze jest rdwny 

ft) 

Jezeli ponadto w chwili <=0 istxueje pewien pr%d poezqtkowy 
J(0) I ladunek Q( 0) na kondensatorze, to caJkowity pr%d I b§dzie 
si§ skladal z trzeclL cz^ci: 


X — X u + Ip 4 * If 

gdzie pr%d I dany jest wzorem (33.2). 


§33 


Pr%dy siimsoidalne 
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Poniewaz prady I p i I maj^ ten sam charakter, wystarczy 
obliczye pr%d ustalony I i dodad do niego pr%d zwarcia odpowiada- 

j^ey nat§zeniu poczatkowemu 1(0)— Ij i ladunkowi — 


§34. Prawa Kirclihoffa 


Przy ukladaniu rownan dla pr%dow w sieciach elektrycznych 
opieramy si§ na prawaeh Kirclilioffa. 

Pierwsze prawo Kirchhoffa. W kazdym -punJccie sieoi 
suma algebraiczna, prqd6w Aon doplywajacyoh jest rouma zeru. 



Eys. 7. Pierwsze prawo Kirchhoffa. 

Drugie prawo Kirebboffa. W kaMym mmhnigtym obwodzie 
sieci suma dlgebraiczna napi$6 poszezegolnych odcinkow jest ndwna zeru. 



o 



Eys. S. Drugie prawo Kirchhoffa. 


§ 35. Mostek Wheatstone’a 

Prosty przyklad na zastosowaoie praw Kirebboffa stanowi 
mostelc Wheatstone?a, przedstawiony na rysunku 9, 

podstawle pierwszego prawa Kirebboffa mamy dla w§zlow 
B 1 _D i F rownarda 

( 35 . 1 ) I— ^- 7 ^ = 0 , I 1 —I t —Ig = 0 , J 3 + 7 4 -I = 0 . 
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55“a podstawie drugiego prawa Kirchhoffa mamy dla obwodow 
BBE, JDFH i BEFK rownania 


(35.2) Pi 4- U g -—U z =0, V i -V 9 -V g = 0, U 2 + U 3 -F = 0. 


Pr^dy zwarcia dla wszystkick od- 
cinkow 1 ) z wyj^tkiem BE zawieraj^- 
eego galwanometr s% rowne zeru. 
Mamy wi§c rowno^ci 

BiIi = U x , 

(35.3) B Z I Z = U S} B a 1^=TJ^ 

A g (I g -I ff ) = TJ g , 

gdzie A g oznacza impedancj§ galwa- 
nometru G. 

Podstawiaj^c (35.3) do (35.2), 
otrzymujemy rownania 


D 



-^ 1 ^ 1 + Ag(Ig Ig) B%I 2 = 0 , 
(35.4) B%I 3 Ag(Ig Ig) = 0, 

E a J 2 H" -^3-^3— F= 0. 

Z rownan (35.1) i (35.4) mozna wyliczyc, ze 


r_ F (-5?2 B4. ~~ B x E 3 ) _ 

9 B l B^B z -\-B 1 B 2 B^-\-B 1 B^B^AB^BzBi X J rAg{B 1 -\-R 4 ) (-f--K 3 ) 


W powyzszym rachunku mozna oczywi^cie pomin^d rowna- 
nia (35.2) i (35.3) i wypisad od razn rownania (35.4), co nie przed- 
stawia zadnych trudno&ci. 

Grdy przyjmiemy, ze w cbwili t— 0 nie ma w galwanometrze G 
zadnego ladunku i nie przechodzi przezen zaden pr^d, to b§dzie 
J ff =0. Gr&y zaz%damy jeszcze, zeby bylo I g = 0, to otrzymamy 
znany warunek rownowagi 

(35.5) E 3 -E 2 E 4 =0. 


Jezeli cho&zi wyl^czme o znalezienie waranku rownowagi, 
to caly rackunek mozna przeprowadzic znaeznie krocej, zakladaj^c 
od razn, ze l ? = 0 i I g = 0. 

Wtedy jest 

__ Ii=h i h=h, 


x ) Brzez prgd zwarcia dla odcinka rozumiemy prad, ktdry przeplyn^tby 
przezen po zwarcin jego koncow. 


t 


Mostek Wkeatstone’a 
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§ 35 

a dla obwodow BDH i BFE mamy rownania 

-M,—ie a r 2 =0, -s 4 i 1 -i? 3 j i! = 0, 

z ktoryeh przez eliminacj? I 1 i I 2 wynika od razu rownosc (35.5). 


§ 36. Mostek Andersona 


Jako dalszy przyklad zastosowania praw Kirchhoffa rozpa- 
trzymy mostek Andersona, Jest to przyrzad, ktory pozwala mierzyd 
samoindnkcj§ za pomoe^ znanych oporow i pojemnosei. 

Schemat pohjezen podany jest na rvsunku 10. Cewk§, ktdrej 
samoindnkcj§ chcemy zmierzyc, wl%czamy do zaeiskow B i B. Do 
zaeiskow BiF wl%czamy baterig 
o statym napi^ciu i regulujemy 
opory R ly R 2 i JS 4 (w zalezno^ci od 
oporu B badanej cewki), tak zeby 
galwanometr G nie wykazywal prze- 
plywu pr%du. Poniewaz przy sta- 
lym napi^cin przez odcinek FM nie 
przeplywa zaden prad, rozwazany 
uklad dziala jak mostek Wheat- 
stone’a i mamy rownogd 


(36.1) 


R 1 R i = RR 2 = 0. 



Wl%czmy teraz do zaeiskow BF dowoln% zmienng, sil§ elektro- 
motoryezn^ i dostrojmy kondensator tak, zeby galwanometr nie 
wykazywal pr%du. Zakladajgn, ze w ebwili wl%ezenia t=0 nie bylo 
w ukladzie zadnych pr%d6w ani ladunkow (eo mozna uzyskac na 
przyklad przez ebwilowe spi§eie w§zlow B i F przed wl^czeniem 
zmiennej sily elektromotorycznej) mamy na podstawie praw Kireh- 
hoffa nastgpuj^ee rownania dla w§zla B i obwodow BBMH, BFM 
i FME : . 

Il -^2+^3 = ^) 

(I# + R)I +i? 3 1 3 —^,=0, 

-^4^ + ^ J 3 =0, 

JT g -^3 +^3^3 +i? 2 ^2 = 0. 
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Eliminuj^c z tyck rownM I, J x , I 2 , I 3 i uwzgl^dniaj^c zwiqzek 
(36,1), dockodzimy latwo do rownodei 

L=G-^(B 1 B 2 +B,B 3 +B Z B 3 ). 

Baekunek zostal przeprowadzony nie tylko dla pr^dow 
o stalej frekwencji, lecz dla zupelnie dowolnych pr^dow zmien- 
nyck. St%d na przyklad wynika, ze rde maj^c pod r$kg, irodla 
pr%du zmiennego, mozna wykonac pomiar samoindukcji za po- 
moe% pr%dn stalego przez wlqezanie i wyl^czanie go w krotkiek 
odst§paek ezasu. 


§ 37. Ogdlne uwagi o ukladaniu rdwnad dla prqddw sieci 

Sied przedstawiona na rysunku 11 (odpowiadaj^ca na przy- 
klad mostkowi Wkeatstone’a) jest zlozona z szefciu odcinkdw, 
D ktore oznaczylismy liczbami 1, 2, 3, 4, 

5 i 6. Ckc^c wyznaezyd pr^dy 

J 1? J 2 , J 3 , J 4 , J 5 , i J a , 

plyn%ce w poszczegolnyck odcinkack, mii- 
simy ulozyd szedd rownan. 

Sied ma eztery w§zly B,B,F i H, mozn^ 
Bys. li. dla nick ulozyd (na podstawie pierw- 

szego prawa Kirckkoffa) eztery rownania 



B: —I x —I 2 +I a =0, 

B m . I x J 4 I 5 — 0, 

Hi !%-{-■ I q-{- ^ 5 = 0 . 

Dodaj^e do siebie wszystkie eztery rownania, otrzymamy 
0—0. Jest to z pnnktn widzenia fizyeznego zrozumiale, gdyz snma 
prgdow doply waj %cycb do wezlow' mnsi byd rowna zeru, skoro 
z nkladn nie odplywaj^, zadne prgdy na zewn^trz. St%d wynika, 
ze kazde z wypisanyck rownan daje si§ wyprowadzid z trzeck pozo- 
stalyeb. Wobec tego jedno z nick (ktorekolwdek) mozna pomin^d, 
tak ze pozostan% tylko trzy rownania. 

Ponadto mozna w sieci wyroznid siedem obwoddw: BDH 
BWS f BHF } BBF, BBFH, BBHF i BHBF, dla ktoryck znown 


§37 


Ogolne nwagi 0 uMadaniu rownan 
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mamy siedem rownan (na podstawie drugiego prawn Kirckkolfa). 
Cztery z nich mozna pomin^c z podobnyck powodow jak po- 
przednio. 

W ten sposob pozostanie szesd rownan, to znaezy dokladnie 
tyle, ile jest niewiadomyck. 

Bozwazmy teraz bardziej skomplikowany ukiad (odpowia- 
daj^ey mostkowi Andersona) przedstawiony na rysunku 12. 
Mamy tu osiem odednkow i tym samym osiem roinyek na ogol 
pr^dow. 

Dla pi§ciu w§zlow B, B, F, BE i M mamy 5 rownan, z kto¬ 
ryck jedno mozna odrzucid. Pozostajg, wi§c eztery rownania. 
Poniew r az jest do wyznaczenia osiem pr%- 
dow, wi§c nalezy wrypisad jeszeze cztery 
rownania. Tymczasem w rozwazanym nkla- 
dzie da si§ wyroznid az trzynaseie obwoddw B 

BFHM , DFM, FKM , BHF, BJDF , 

BDMHj BDFR , BDMFH, BJDF MS, 

BHMF , BDMF, BDMHF i BHMBF. 

Z obwoddw tyck nalezy wybrad eztery, Bys. 12 . 

ale powstaje pytanie, ktdref 

Dla ukladow plaskick, to znaezy takick, w ktoryek przewody 
si§ nie krzyzuj% mozna podad prost^ wskazowk^: wystarezy wzi%d 
obwody, wewn^trz ktoryck nie ma juz zadnyck przewodow. W na- 
szym przypadku cztery takie obwody 


D 



BFM, FHM, BBME i BHF , 

a wi§e dokladnie tyle, ile potrzeba rownak. 2sTie jest to jedyne roz- 
wi^zanie, ale w kazdym razie jedno z najwygodniej szvck. 

Podobnie dla nkladn przedstawionego 
na rysunku 13, maj^cego sze^d w§zldw, 
moMa wypisad rownania dla ktdryckkol- 
wiek pi§ciu z tyek w^zlow oraz cztery row- 
nania dla obwoddw I, II, III i IV. Ogolna 
liczba rownan wynosi wtedy 5+4=9 i jest 
dokladnie rowna liezbie odcinkdw. 

Opisana metoda jest zwi%zana z twier- 
dzeniem Eulera , ktore mdwi, ze w kazdym 
narozy w sumie z liczb% deian daje liczb^ 
0 2. Istotnie, kazd% sled plask% (to zna- 


\s 

II 

V 

1 / 


/ 111 


9 



IV 



4 

Bys. 13. 

wielo£eianie liczba 
kraw^dzi zwi^kszona 
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fan 


czy nie maj^c^ skrzyzowanych przewodow) mozna sobie wyo- 
brazic jako wieloteian, ktorego naroza sq> w§ziami sieci, ^ciany 
obwodami sieci, a kraw§dzie jej odcinkami. Za ^ciany nalezy 
liczyc tylko te obwody, ktore nie zawierajg, wewn^trz zadnych od~ 
cinkow i ponadto jeszcze jeden obwod, ktorego dot^d nie brali^my 
w racbub§, zawieraj^cy wewngtrz wszystkie odcinki sieci. Obwodom 
przedstawionym na rysunkacb 11, 12 i 13 odpowiadaj^. wielo^ciany: 
czworo^eian, piramida i pryzmat (rysxmek 14). 


Czworoician. Piramida. Pryzmat. 

Rys. 14. 

Istniejg. sieci, ktore nie daj^ si$ plasko wyrysowac bez skrzy- 
zowania przewodow. ISTajprostsza tego rodzaju sie<5 liczy dziewi^c 

odcinkow i przedstawiona jest na ry¬ 
sunku 15; sieci tej nie odpowiada zaden 
wieioscian. W tym przypadku wystarczy 
napisad rownania dla pi§ciu spo&rod sze- 
£eiu istniej^cyck w§zl6w oraz cztery row¬ 
nania dla obwodow 

AGD , BCD, AFJDB i BFJDB. 

Ogolne prawidlowo ustawiania rownan 
byloby dla sieci nie plaskick bardziej skom- 
plikowane. W kazdym razie nalezy ulozyd 
rownania dla wszystkich w§zlow prdcz jed- 
nego, a nast^pnie, kieruj^c si§ najlepiej 
intuicj%, ulozyc rownania dla tylu obwodow, ile wynosi liczba 
odcinkow sieci zmniejszona o liczb§ rownaii jnz wypisanych. Przy 
pewnej wprawie mozna oczywiscie wprowadzac indywidnalne upro- 
szczenia racbunkowe. Mozna tez stosowac dowolne inne metody 
raebnnkowe, stosowane jprzez elektrotecbnikow, na przyklad me- 
tod§ pr^dow obwodowycb (metody Huygensa). 


€ 






Ogolne uwagi o ukladaniu rownan dla sieci 
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§ 37 


dwiczenia. 1. Wyznaezyc pr % d I w ukkdaeh podanyek na rvsna- 
kach 16 i 17. * 




2. Znalezc wamnek na to, zeby przy dowolnym zmiennym napi^ciu JEJ gal- 
wanometr G w nkladzie podanym na rysunku IS nie wykazywal zadnego prgdu. 




3. Ulozyc rownania dla pr%dow w sieci podanej na rysunku 19. 


§ 38. Impedaneja i prqd zwareia ukladow ztoionych 

isTajprostszy uklad, zlozony z samoindukeji L 1 oporu R i po- 
jemnosci G pol%ezonycb z soba szeregowo (rysnnek 20), nazwijmy 
ulcladem elementamym ; uklad taki ma impe- 

danej§ Z=Ls+R+ 

Pol^czmy rownolegle dwa uklady ele- 
mentarne o impedancjacb Z x i Z 1 (rysu- 
nek 21). Jezeli do koncow V ± i F 2 ukladu 


L R C 

y T^ J \ r -{[ 


Rys. 20. 

Uklad elementamy. 
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zlozonego wl%czymy sil§ elektromotoryczn^ E, to b^dziemy mieli 

rownania 


r;J_ 

z, 

Z, 


(38.1) 

— ' K (38.2) 

J=Ii+Z 2 , 





L 

2 2 


(38.3) 

Z % (h- I 2 ) = j0: 


Rys. 21. gdzie I x i J 2 oznaczaj^ pr^dy zwarcia 

Po£%czenie rownolegle. poszczegolnycb ukladacb. 

Mnozge rownanie (38.2) przez 1 jZ x 
i dodaj^c do Diego rownanie (38.3) pomnozone przez 1 fZ 2J otrzy- 
mamy wobec (38.1) rdwnosc 


(38.4) I -A+7,)-(i+iJa. 

Wprowadzaj^c operatory Z i I, zdefiniowane wzorami 

(38.5) | = 7 = 7, +1 2 , 

mozna rowno^c (33.4) zapisad w postaci 

Z{I — I) = E. 

Wzor ten jest identyczny pod wzgl^dem formalnym z wzo- 
rem (32.2). Jest wi§c rzecz^ naturaln^ nazwac operator Z impe- 
dcmejqI zag prqdem zwarcia dla pol^czenia podanego na rysunku 21. 
Wzory (38.5) pozwalaj^ efektywnie wyracbowad Z i I; jezeli miapo- 
wicie napiszemy 

Z 1 =L 1 s-\-R i + ^r^j Z 2 ==L 2 s+R 2 > 

to b§dziemy mieli 


Z X Z 2 

^E x s 2 +R x s + — 

)(L^+B iS + ~-) 

1 

^l+^ 2 s jl 

I^L x s 2 +R x s +—j -j- j 

d 2 s 2 +ie 2 .s'i—j] 


znaj%c pocz^tkowe nat§zenia J x (0) i J 2 (0) w poszczegolnycb ukla- 
dacb elementamycb oraz pocz^tkowe ladunki $ x (0) i Q 2 (0) na icb 


Impedanoja i prgd zwarcia ukladow zlozonyck 
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§ 38 


kondensatoracb, mamy 


£,!,( 0)-M 

U X S 

L x s + R X + 


d) ■ 


ft(Q) 

C.s 


i wobee tego 


0,s 


L & s+R % + — 


J=- 


L t L 


Oi 


,(0 )«- 


0 ,( 0 ) 

V. 


Lj^S 2 B x s-{■ — I/ 2 s 2 +J? 2 s +jj- 


Z wzoru (38.6) wynika, ze uklad przedstawiony na rysunku 21 
mozna zastgpic przez rownowazny mu uklad elementamy tylko 
wtedy, gdy iloezyn trdjmianow 


(38.7) i lS 2 + ig lS + a i L % S* + B S S + ~ 

jest podzielny bez reszty przez icb sum§. 


Przyklad. Jezeli przez Z oznaczymy impedancj^ ukladu po¬ 
danego na rysunku 22, to b§dziemy mieli 


Z Ls+R^ _ 1 V 

Bi+ m 

St%d 

ER x s 2 + ^ + ERs -J- -g 
Ls 2 -^-(R-\~ RJs + ^ 



Rys. 22 . 


Licznik b§dzie wtedy i tylko wtedy podzielny przez mianownik, 
gdy icb wspolczynniki b§d% proporcjonalne: 

LR, C +iZBl -R 

L R -j~ R x 1 

Z warunku tego znajdujemy latwo 

R 1 =R, L=GR 2 . 

Gdy zwi^zki te zacbodz% to wtedy jest Z=R i rozwazany 
uklad dziala jak czysty opor omowy. 
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Polgezmy teraz szeregowo dwa uklady elementarne (rysunek 23) 
i do koucow V 1 i V 2 wlgczmy sil§ elektromotoryczng, E. Jezeli I t 

i j, sf prg,dami zwarcia poszczegolnych 
g ukladow elementarnych, to dla calo£ci 
b^dziemy mieli rownanie 


z, 


— z s 




Eys. 23. Pol%czenia szeregowe. 
czyli " 

(38.8) - (Z 1 + Z 2 )(l- ^± = M 

Wprowadzajge oznaczenia 
E=Z 1 -j-Z 2) 

mozemy napisac 


z 1 +z 2 


Z(I—I)=E. 

W tym przypadku impedancja ukladu zlozonego jest suing, 
impedancyj poszczegoluych ukladdw elementarnych. 

Jezeli prgdy poezgtkowe w tych ukladach majg, warto§ci 1^(0) 
i I 2 (0) a ladunki poczgtkowe Q x (0) i <2 2 (0), to wzor na prg,d zwarcia 
mozna napisad w postaci 


2^(0)+£,1,(0).- 


‘ i/9i(0), «,(0) 


(38.9) 


G 1 


0, 


z 


P r z y k 1 a d. Prgd staly E =U 0 /s j est wlgczony do ukladu poda- 
nego na rysunku 24 a. Po pewnym czasie w odcinkach AB i BD 


b c, R 


KT v - r Lr 


ft—'ViD 


A 


L-l J?! p Cj fi 2 

< r / r v ^- 



Eys. 24 a. Eys. 24 b. 

ustalg si§ prgjdy 

Il(0)= |f’ I 2(°) = 0 . 

na kondensatorze za§ powstanie ladunek 

Q 2 (0) = E o G 2 . 


fan 


§38 


Impedancja i pr%d zwarcia ukiadow zlozonycb 
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Po ustalenm si§ prgdow przerywamy w chwili t = 0 polgczenie 
w punkcie K (rysunek 24 b); wowezas w obwodzie poplynie prad, 
ktory zgodnie z wzorem (38.9) ma postac 

Mi -Eq 

l E i * E« MMi 

E 1 s+(R 1 +B 2 ) + ~ + 

2 0 2 


Ogolnie powiemy, ze dana siec, do ktorej dwa doprowadze- 
nia, ma impedancja Z i prqd zwarcia 7, jezeli po wl^czeniu sily elektro- 
motorycznej E (rysunek 25) przeplywa pr^d 7, 
spelniaj§»cy rownanie 

(38.10) »(I—I)=k Ln 

Jezeli siec jest bardzo skomplikowana, to row- 
niez jej impedancja i pr^d zwarcia mog% bye ope- 
ratorami bardzo skomplikowanymi. Gdy w cbwili Eys. 25. 
i= 0 w zadnym odcinku sieci nie plynie prgd i za- 
den jej kondensator nie jest naladowany, to oczywi^cie pr%d zwar- 
eia I jest wtedy rowny zeru i wmiejsce rownania (38.10) b§dziemy 
mieli 

ZI=E. 


{e\ 


Jezeli znamy impedancja i prgd zwarcia, to znamy calkowicie 
wszystkie wlasno^ci dynamiezne rozwazanej sieci oraz jej stan po- 
ez%tkowy i mozemy. zawsze przewidzieb jak b§dzie si§ ona jako 
calo^c zacbowywata, eboebysmy nie znali szczegolow jej wewn§trz- 
nej budowy. 



Eys. 26. 


Przyklad. Znalezd impedancja sieci 
przedstawionej na rysunku 26, znaj%c 
impedaneje poszczegolnych jej odcinkow. 

Dla pol^czenia rownoleglego ukia¬ 
dow 1 i 2 mamy impedancja 

%iZ 2 


pol^czenie szeregowe z ukladem 3 daje impedancja 


Z X Z 2 


Z x -f- Z 2 


£ 3 . 


Rachunek operator6w 


5 
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Ukladv 1, 2 i 3 wzi§te jako caloM s% pol^czone r6wnolegle 
z ukladami 4 i 6, daj^cymi l%eznie impedancje Z 4 +Z 5 . 

Stad -wynika, ze impedancja calej sieci b§dzie miala postad 


{j+f) {Zi+Z5) _ M+jz 1 +z t )i!M+z s ) 

Z \ Z % \ V . V ^ ry Z l Z 2 +( Z l'+ Z d ( Z 3+ Z l+ Z &) 

— T + / 3 + / 4 + / 5 


Eysimek 27 przedstawia sie6, kt6ra 
nie jest kombinacj^ pol^czen szerego- 
wyeb i rownoleglych. Dla znalezienia 
impedancji i pr^du zwareia dla takiej 
sieci musimy wyj^d wprost z praw 
Kirchhoffa. 

Poniewaz jednak pol^czenia rowno- 
legte i szeregowe sq, szczeg61nie wazne y 
zestawiamy je w ponizszej tabelce. Nalezy zanwazyd, ze wzory 
w tej tabelce s% wazne przy dowolnycb impedancjach, a nie 
tylko dla nktadow elementarilych. 



. rU V 

Z if J 2 

Z = T, + k 7 ~h+T t 

* *1 Zj*l 2 • 

■ J ■ '. ■ • ■ 

Z=2j+Z a ZI s =Z i Ii-\-Z 2 l2 


Bys. 28. ' 

Cwiczenia. 1. Znalezc impedancje i prq,dy zwareia dla pot%czeii poda- 
nyek na rysunkach 29 i 30, znaj%c impedancje i pr%dy zwareia poszczegblnych- 
-element-ow. 


4IHZHZF 


l 


2 


$ 


Bys. 29. 


Bys. 30. 


Impedaneja i pr^d zwareia nkladdw zlozonych 


67 
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2. Znalezc impedancje sieci podanycli na rysunkach 31, 32 i 33, znaj^c 
impedancje poszczegdlnych elementow. 



Bys. 31. Bys. 32. Bys. 33. 


3. Znalezc impedancje sieci, podanej na rysunku 27. 

4. Podac scliemat, ktory mialby impedancje 

(* + !)(*+2) (s+ 3) 
s(2s+5) 

Czy rozwi^zanie jest jedyne? 


§ 39, Przypadek sily elektromotorycznej sinusoidalne] 


Gdy sila elektromotoryezna jest sinnsoidalna 

p .Ejg — JS? 2 a) 
s 2 + co 2 * 

to rownanie (38.10) ma postac 




E ± s — jE7 2 

S 2 + 0) 2 ‘ 


Impedancja Z—Z(s) jest wyrazeniem wymiernym operatora s; 
uwidocznienie tego operatora w rownaniu b^dzie potrzebne w dal- 
szycli rackimkach. Mamy mianowicie 


(39.1) 
a stqd 

(39.2) 


E z co j 
(s 2 + o> 2 ) Z(s)' ’ 


I = / n -f J p + 1, 


gdzie — I p za£ jest pewnym wyrazeniem wymiemym 

operatora s, ,o ktdrym zakladamy, ze w mianownikn nie ma ezyn- 
nikow ksztaltn s 2 -f co 2 . 


5* 
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Dla znalezienia pr%du ustalonego I u zastosujemy sam^ 
metod§ eo w paragrafie 33. Ze wzor 6 w (39.1) i (39.2) mamy 


I r s + ^2 m + {Ip + 2) ( s * + ft)2 ) “ 


JSj s “f* CO 

W) 


jezeli w tej rownogci zamiast operatora s podstawimy liezb§ coi, 
to b§dziemy mieli (po podzieleniu przez —coi) 


Ii+iJ 2 — 


JEJ t j- iU 2 

Z[m) 


Wprowadzaj^c oznaczenia 


B 1 + iB t = R 0 ^, h + «I*=«*, Z(m) = Z 0 e« 

mamy zwi^zek 

Z 0 e i9 -I 0 e^=E 0 e^. 

Racbiinek ten jest uogolnieniem rachunku przeprowadzonego 
w paragrafie 33 . Zawada Z 0 jest nadal r 6 wna modulowi liczby ze- 
spolonej, ktorg< otrzymujemy z impedancji, zast^puj^c operator s 
przez liczb§ coi: 

Z Q =z\Z{m)\\ 


przesuni^cie fazy jest rowne argumentowi tej liczby 

0 = arg i?(coi). 

Uwaga. W rozumowaniu powyzszym zakladali^my, ze w mia- 
nownikaeh wyrazenia wymiernego, odpowiadaj^cego prqdowi ip, 
nie ma czyrmikow s 2 + (o 2 . Zalozenie to jest usprawiedlrwione, o ile 
przyjmiemy, ze we wszystkicb obwodach rozwazanej sieci istniej% 
pewne, cbocby minimalne opory. Ta sama nwaga dotyczy wyraze- 
nia wymiernego, odpowiadaj%cego pr^cLowi zwarcia I. 


Przyklad. Znalezcj prg«d ustalony, ktdry otrzymuje si§ 
z napi§cia sinusoidalnego o amplitudzie JE 0 i fazie 99 , wl^czonego 
do nkladu, podanego na rysunku 34 . 

Impedancja Z tego nkladu spelnia zwiazek 


K, 

—“dr—| 
-Hj— IJ— 

Rt C 
Rys. 34. 


Z E x 


wobec tego jest 



rr _ “j~ 1 ) 

(E 1 + -R a ) Os -f -1 


§ 39 
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Przypadek sily elektromotorycznej sinusoidalnej 


St§>d mamy zawad§ 


v _ R 1 (B^Gcoi~\- 1 ) 

0== (J^+JRt) Cm + 1 

oraz przesuni^cie lazy 

a _ ar „ 1) _ 

s (R 1 + R s )C(oi +1 ~ 


-*V; 


i?lC 2 w 2 4-1 


— arc tg 


JBj.Ca 

R t (R 1 + RJC*afi + 1 * 


Szukany pr^d ma amplitude natezenia I 0 = -^ i faze w=<p—6. 

Zq 

(jwiczenie. Znaleze pr^dy ustalone, ktdre otrzymuje si§ z napi^cia 
sinusoidalnego o amplitudzie E 0 i fazie 9 ?, wl^czonego do uMadow podanych 
na rysunkach 35, 36 i 37. 


Pi R C R 



Rys. 36. Rys. 36. Rys. 37. 


§ 40. Impuls napi^cia i jego zastosowanie przy pomiarach 

impedancji 

Impulsem napi^cia b^dziemy nazywali napi^cie E={E(t)} 
o stalym znakn, trwaj^ce przez krotk^ cbwil§ i zanikajace calko- 
wicie. Jezeli przedzial 0 <t<s jest czasem trwania impulsu, to 
E(t) = 0 dla ^s 1 ); calk§ 

8 

=j j E(t)dt 
0 

nazwiemy wielkosciq, impulsu. 

Jezeli J = {J(t)} jest dowoln^ funkcj^ 0 pocliodnej ci^glej, to 
dla t>e mamy na podstawie twierdzen o warto^ei ^redniej 

s 

t - t) B[r) dr = f, J(t - r) R(r) dr = RJ(^) = BJ(t) - eBJ'(t), 

0 

gdzie t—e<S 1 <i<t. 

x ) W paragrafie 13 cz^ci II omdwimy rowniez impulsy dowolnie prze- 
suni^te w czasie. 
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St%d widac, ze gdy s maleje do zera, a wielko^d j® impulsu 

jest stale ta sama, to w graniey splot jJ(i—r)E(t)dr &q>zy do ilo- 

czynu Wskutek tego w raehunkacb przyblizonych mozna 

zawsze EJ zast^pid przez J&7, gdzie warto^d $ jest traktowana jako 
liczba; bl%d przy tym popelniony jest bezwzglidnie mniejszy od 
S JBM, gdzie M oznacza maksimum bezwzgl§dnej wartofoi poehodnej 

Im krotszy jest czas s, tym mniejszy jest bl^d. 

Samq, bczb§ J® mozna intuicyjnie pojmowad jako idealny im- 
puls, w ktorym poczglkowe napi^cie wynosi jSvoo, a w nastipnej 
ehwili od razu spada do zera, Poj$cie idealnego impulsu nie nadaje 
si§ do rachunkow zwyklej analizy, natomiast doskonale daje si§ 
ucbwycid w racbunku operatorowym, gdzie impulsowi idealnemu 
odpowiada operator liezbowy, czyli po prostu liczba (r6wn& wiel- 
kofci impnlsu). Takie uj^cie daje duze korzy^ci raclmnkowe, pozwala 
bowiem abstrabowad od nieistotnycb w pewnycb zagadnieniacb 
wielko^ci, jak na przyklad od czasu trwania e impnlsu i od jego 
ksztaltu w przedziale 0<t<e. 

Odwrotnosd impedancji jest, z ‘wyl^czeniem pewnycb wy jatko- 
wycb przypadkow, funkcj% zmiennej t; na przyklad dla impedancji 
Z = Ls + B mamy 


1 

1 

- (1 erD | 


z 

~Zs +H~ 

\L V \ 

^ t*)\ 


Jezeli do ukladu o impedancji Z i pr^dzie zwarcia 1=0 wl% 
czymy impnls napi§cia o warto^ei 25, to otrzymamy pr$jd 



z rdwnoM tej mamy 



St^d wynika, ze impedancji nkladn mozna znale^d do^wiad- 
czabue, nie wcbodz^c w szczegoly bndowy nkladn, przez zmierze- 
nie pr^du powstaiego pod wplywem impnlsu (Pr^d zwarcia 1 
mozna zawsze sprowadzic do zera przez zwarcie koncdwek danego 
nkladn.) 


§40 


Impuls napi^cia i jego zastosowani© 
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JSTazwijmy prqdem jednostkowym danego ukladu pr%d J, ktory 
odpowiada impulsowi o wartofci 1. Jest wi§e 



pr^d jednostkowy jest odwrotnosci% impedancji. 

Znaj^e pr^.d jednostkowy, mozemy przewidziec przebieg prq-du 
przy dowolnie zadanym napi^ciu E. W tym celu wystarczy utwo- 
rzyd splot pr^du jednostkowbgo z danym napi^ciem: 


I = JE; 


jest to zupelnie oczywiste wobec faktu, ze pr%d jednostkowy jest 
odwrotnofci^ impedancji. 

Zamiast mierzyd pr%d jednostkowy, mozna tez wl^ezyd do 


nkladn dowolne napi^cie stale 



Wowezas 


mamy 1 = 


^0 

sZ 


i wobec tego 


-i 

“Z ~ E, 


Uwaga. Pr$.d jednostkowy odpowiada impulsowi idealnemu, 
wskutek tego praktyczny jego pomiar b§dzie zawsze obarczony 
pewnym bl§dem. Granic tego bl§du nie mozna wyznaczyd teore- 
tycznie, musieliby^my bowiem znac pochodng, pr^dn jednostko- 
wego, ktory wlatoie mierzymy. Bl§dnego kola mozna unikn^c, 
zmniejszaj^c stopniowo czas trwania impnlsu (z zacbowaniem jego 
warto^ci), tak dingo az mierzony pr%d przestanie ulegac zmianie. 
Wowezas bl^d teoretyezny b§dzie si§ mie^cit w granicacb bl^du 
pomiaru. 


§ 41. Sprz^ienia indukcyjne 

t 

Rownanie’(32.2) jest wazne tylko wtedy, gdy na uklad nie 
dzialaj^ zadne zewn§trzne wplywy in- 
dnkcyjne. Jezeli natomiast rozwazamy 
dwa nklady sprz^zone ze sobq> induk- 
cyjnie (rysunek 38), to w odpowiednich 
rownaniacb nalezy do sil elektromo- 
toryeznyeb E x i E 2 do dad wyrazenia 
MI r 2 i Mli, gdzie M jest wspolczyn- 
nikiem indukcji wzajemnej nkladow. 


‘i n 


i' ii 

* ll | 



Ci 


J c* 


Zl, + 

R, I 

1 V 

1 R ' 


Rys. 38. Obwody spra^zone 
indtikcyjme. 
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Poniewaz r,=.«T,-It(0) i = sl 1 -l 1 (0), wi§c b§dziemy mieli 
rownania 

-Ms^+Z^-J^-Ez-MI ,( 0 ), 


(41.1) 
gdzie 

(41.2) 


^ 1= =iis4-JSi4-—, ^ 2 —X 2 s+^2+^ 


Gi(0) 


2 1 / 1 =£ 1 I l (0)-^ 


V 2 =£ 2 I 2 (0)-M^ 


W przypadku, gdy J 1 (0)=I a (0)=0 i (>i(0) = <2 2 (0) = 0, rowna¬ 
nia (41.1) upraszczajg, si§ do postacij 


(41.3) 


Z\I±— MsI 2 = E 1} 

— 2fsl 1 + Z 2 I 2 = —E 2 . 


Rozwi%zujq,e nMad (41.3), b§dziemy mieli 


_ E-yZn - EnHS 

r ‘—ht=]PF’ 


r _U 1 Ms — U 2 Z 1 
2 ~“ Z 1 Z 2 —M 2 s 2 * 


Po wstawieniu warto^ci (41.2) i pomnozeniu licznikdw i mia- 
nownikow przez s 2 , nat§zenia I ± i I 2 b§d^ si§ wyrazaly jako ilorazy 

wielomiandw operatora s. Przejfcie do 
zwyklej, nie operatorowej postaci nie 
przedstawia teoretycznie zadnycb trud- 
nofci, ale rozbicie mianownikdw Ba czyn- 
Biki wymaga rozwi^zania rownania al- 
gebraicznego czwartego stopnia. 

Zadanie upraszcza si§ w szczegol- 
nym przypadku, gdy obydwa rozwazane 
obwody S 3 bez kondensatorow. Obliczmy dla przykladu pr^d I 2 
przy zalozenin, ze sila elektromotoryezna jest stala, drugi zag 
obwdd jest zwarty bez sily elektromotorycznej (rysunek 39 ): 



Eys. 39. 


®x=-, 


0. 


ion 


Sprz^zenia indukcyjne 
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§41 

Wtedy mainy 


Zi — I/i$R± i Z 2 =zJj 2 sR 2 

i wobec tego 

j = _ EoM _ E 0 M ( 1 

2 (£i s +-&l) i^2 s +-^ 2 ) — M 2 s 2 [L X L 2 —M z ) (A,—1 2 ) \s — 

gdzie A, i X 2 S 3 pierwiastkami rownania 

(L t X +R ± ) (L 2 X+R 2 )—M 2 X 2 = 0 . 



Pisz^c to rdwnanie w postaci 

(L 1 L 2 ^M 2 )X 2 + (L 1 R 2 +L 2 R 1 )X+R 1 R 2 = 0 

widzimy, ze obydwa pierwiastki S 3 rzeczywiste i njemne, gdyz 
wyroznik jest dodatni (przy zalozeniu Jf> 0 , i ^>0 i _S 2 > 0 ): 

(x 1 12 2 +i; 2 e 1 ) 2 -4(i; 1 i 2 - m 2 )r x r^ (l 1 r 2 —l 2 r 1 ) 2 +4 j£*k,jB 8 >o. 

Ostatecznie wi§c mamy 


m 




(eV — e^). 


W sieci elektrycznej poszczegolne cz^ei mog 3 bye ze sob% 
w rozny sposob powi^zane przez sprz^zenia indnkeyjne. Wezmy 
na przyklad pod uwag§ sied przed- 
stawion^ na rysnnku 40. S 3 tn 
trzy sprz^zenia indukcyjne, kto- 
rycb wspolczynniki oznaczylismy 
literami M 19 M 2 i jjf s . 

^Ta podstawie pierwszego prawa 
Kircbioffa mamy dla w§zlow A, B 
i G rownania 



^2 I3 ^4— 0 * 
1,-JW^O, 
0. 


Rys. 40. 
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]^a podstawie drugiego prawa Kirckkoffa po. tiwzgl^dnieniu 
sprz§zen indukcyjnyck mamy dla obwodow BOD, DAO i ABB 
rownania 

(L x s +2y (I 1 ~I 1 )+M z sI 2 +M 2 sI 3 + (!«~ h )~~ (T£ (I 5 —J B ) = 

= E+M s I 2 (0)+M 2 I z (Q), 

(L 2 s^R 2 )(I 2 ~I 2 )+M 1 ^sI s +M 2 sI 1 ~\~ ^y(J 4 —14) — — 

= Jf x I # (0)+ifaIi(0)-, 

(X 3 .s+i^ 3 )(/ 3 —/ s ) + Ji +-M 1 $I 2 + (Jg ^5) {I 1 I4) = 

= ilf 2 I 1 (0)+ilf x I 2 (0). 


Rozwi%zanie tyck sze^ciu rdwnaii kyloky oczywi^cie zmudnq. 
i nieciekaw^ prae^; przykiad podalitoy jedynie w celu zilustrowania 
sposoku ukladania rownan w przypadku istnienia kilku sprz^zek 
indukcyjnyck. 

Cwiczenie. Znalezc pr^dy w scliemataeli podanych na rysunkack 41 
i 42, zakiadaj^c, ze warunki pocz^tkowe s% zerowe. 



Rys. 41. Rys. 42. 


§ 42. Czwdrniki 

Przykiadem ozworniha jest sekemat podany na rysunku 38. 
Mamy tu dwa przewody wej^ciowe, do ktoryck jest wl^ezone na- 
pi^cie E Xf i dwa przewody wyjgciowe, do ktoryck jest wl^czone na- 
pi^cie E^ 0 ile przyjmiemy, ze warunki pocz^tkowe s$ zerowe, 
to wlasnogei tego czwornika s^ sckarakteryzowane rdwnaniami (41.3). 
ErOzwi^zuj^c te rownania wzgl^dem E x i I XJ mamy ' 

(Mi 


Ei 


= ^±-E 4- 


■Ms 


j A? 


1 


Z, 




§42 


Czworniki 
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Ogolnie czwornikiem nazywamy kazdy uklad elektryczny, 
zaopatrzony w dwa przewody wejgciowe i dwa przewody wyjsciowe 
(rysunek 43), ktory transformuje JE U I 1 
na JE 2 , I a wedlug wzorow 

-®x = -^-u-®a+-^-12^2) 

Il —^-21 ®2 + ^ 22-^2 ) 


(42.1) 



Rys. 43. 


gdzie A m A 12) A 2X i A 22 s% pewnymi opera- 
torami. 

Kazdy czwornik jest sckarakteryzowany przez maeierz 

[Ay, A 


Mu ^ia\ 
M21 M a2 / 


Kajprostszym czwornikiem jest bezposrednie polq^zenie prze¬ 
wodow (rysunek 44). W tym przypadku jest 


h 


h . ’ 








E x =E 2 +0-I 2 , I x =0 ■E 1 +I 2 . 

e* wokec tego czwornikowi temu odpowiada 
maeierz 


Rys. 44. 


n- 


Maeierz ta nazywa si§ macierzq, jednostlcowq\) ckarakteryzuje ona 
czwdrnik, ktory nie powoduje zmiany ani napi§cia ani nat^zenia. 

Innym czwornikiem jest sTcrzyzowanie przewodow (rysunek45), 
dla ktorego mamy rownania 

^=-*^+0-i 2 , + 4 

Maeierz tego czwornika ma postad — 




X 


^2 + 
£„ 


Rys. 45. 


Wazny typ czwdrnikow przedstawiaj^ rysunki 46 i 47. Czwor¬ 
niki te polegaj^, na tym, ze w jeden z przewodow wl^czony jest 


-f A 


- nr> 


4 + 


E, 


+ A 


E, 


A + 


Rys. 46. 


Rys. 47. 
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uklad o dowolnej impedancji Z. W obydwu przypadkacb mamy 
(przy zerowyeh warunkach pocz^tkowycb) rdwnania 

E^E.+ZI,, 
ii= 0 

w konsekwencji czwdrnikom tym odpowiada macierz 



C J 


Inny wazny typ czwornika przedstawia rysunek 48. Uklad 
o impedancji Z zostal tutaj wlqezony pomi^dzy dwa rownolegie 
przewodniki. W tym przypadku mamy 
rownania (przy zerowyeh warunkach, po- 
E, czqtkowych) 

(I 1 -I i )Z = E l , 


- h 


k 

3 **" 

LfJ- 

J 





Rys. 48. 

St%d mamy zwi%zki 


^=^+0 •!„ 
I — — + I 

“ g i 


i macierz czwornika 



Dla czwornika, bedqcego prostym sprz§zeniem indukcyinym 
(rysunek 49), mamy rownania 

+ . i— -1 + 

-Msl 1+ L 2 sl 2 =-E 2 , 

a st%d 


T 




L\ Li 

i 

— 




A t,:, L^—M 2 


Rys. 49. 




M sIi ’ 


§42 


CzwomiM 
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Sprz§zeniu indukcyjnemu odpowiada wi§e macierz 
(L x (I/ x L 2 —M 2 )& 


M 


M 

h 

M 


37a koncu ksi^zki zestawiamy w tabelce najwazniejsze z pro- 
stycli czwornikdw. 


(3wiczenia. X, Wyznacznik 


^•11 -^12 j 
^- 21^22 1 


Sprawdzic, ze wyznaczniki wszystkick omo- 
wionycli wyzej maoierzy sq, rowne 1. 

2 . Wykazad, ze czwdmikowi przedsta- 
wionemu na rysunku 50 odpowiada macierz 



Rys. 50. 


( (Z 1 -j-Z 2 ) {Zz-yZi) 

J rZ 2 -{-Z z J rZf L 


^4~r^i Z 2 (Z 9 -j-Z 4 )\ 

Z 9 Z 4 — Z X Z 9 

(Z 1 -f-Z 4 )(Z 9 -j-Z M ) 


ZJZ-^Z x Z t 

Sprawdzic, ze wyznacznik tej maoierzy jest rowny 1. 

§ 43. L^czenie czw6rnik6w 

Dwa czworniki i^czymy ze sob% jak ixa rysunku 51. 
Jezeli 


(38.1) 


/-^-Xl -^-12\ • IB 11 -®12\ £* ^ 

1 

Ei 

2 

g» 

\d -21 -^-22/ \^21 B 22 J . — 


— 


• — 


sq, macierzami tych czwornikow, to ®y s - 61 - Pol ^ em e dw0011 
. , . czwornikow. 

mamy zwi%zki 

■®1 = A 1X E 2 -\~A 12 I g j ®2 == ^ll-®3+ -®12^3 y 

It —A n HJ 2 -{-A. 22 l2, I 2 =B 2l E 3 -{-B 22 I 3 . 

Eliminuj^c z tycb rownan E 2 i I 2 , znajdujemy zwi%zki 

I x — (^.21^11"t“^22-^2l)^8”l" (jd g |i^i 2 +-^22^22)^a* 

Widad st^.d, ze uklad obydwu czwornikow mozemy uwazac 
za nowy czwornik o macierzy 

lA 11 B 11 -\-A X2 B 2 {, ^-1X^X2+^12^22\ 
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Zj^czenie czwdmikdw 
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Macierz (43.2) nazywamy iloozynem macierzy (43.1) i piszemy 

Mil Mil -®12\ _ MlMlld'^U-^l) -^11 ®12"f--^-12-®22\ 

Mai ^22/ v® 2 i V yd2M11 I> 31 , -d 21^12+^ 22^22/ 

Zgodnie z tym wzorem mnozenie dwOch macierzy wykonujemy 
w nastepuj^cy sposob: 

I. Elementy pierwszego wiersza pierwszej macierzy mnozymy 
przez elementy pierwszej kolumny drugiej macierzy i sum§ wpi- 
sujemy w lewym gornym rogu macierzy iloczynowej; 

H. Elementy pierwszego wiersza pierwszej macierzy mnozymy 
przez elementy dragiej kolumny drugiej macierzy i sum§ wpisu- 
jemy w prawym gornym rogu macierzy iloczynowej; 

III. Elementy drugiego wiersza pierwszej macierzy mnozymy 
przez elementy pierwszej kolumny drugiej macierzy i sum? wpisu- 
jemy w lewym dolnym rogu macierzy iloczynowej; 

IV. Elementy drugiego wiersza pierwszej macierzy mnozymy 
przez elementy drugiej kolumny drugiej macierzy i sum? wpisu- 
jemy w prawym dolnym rogu macierzy iloczynowej. 

Niezbyt sci&e, lecz krotko mozna powiedzied, ze macierze 
mnozy sig, mnozqc wiersze przez kolumny. 

Przyklady. 


operator Z oznacza tu impedancjp dla ukladu oporu i kondensatora. 
Na podstawie pierwszego ze wzordw (38.5) mamy 



Wobec tego macierz calego czwornika podanego w przykla- 
dzie 4 mozna napisac w postaci 


1 Ls \ 

$+ a ', iW +| ! +V 

Cwiczenie. Obliczy6 metod% mnozenia macierzy nast^puj^e czworniki: 


M 


(P) 


(r) 


m 






§ 44* PotQCzenia trzech czwdrnikdw 

Przypu^dmy, ze t^czymy z sobs*. trzy czworniki (rysunek 53) 
o macierzacb 


/4 4-iA. pix /O n c n \ 

\4i -^- 22 / ? \®2i ^ 22 / \^ 2 i ^ 22 / Rys. 53. Pol^czenia trzecli 

czw6rnik6w. 

Czw6miki 1 i 2 razem wzi§te . 

tworzg> czwornik, ktorego macierz jest iioczynem 




pn 4*\ pii b 12 \ 

\A Z1 A 22 / \S 21 B 2 J ’ 

czwornik ten jest pol^czony z czwornikiem 3, wobec czego macierz 
calego zespolu b§dzie iioczynem 


(44.1) 



4. R 
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bn 


Ale mozna rozumowad inaczej. Czwdrniki 2 i 3 tworz% IsjjCznie 
czwornik o macierzy 


B n B 1 

^21 ^5 


1(c" 


12 


Czwornik ten jest poprzedzony czwornikiem 1, wobec czego ma- 
cierz calego zespohi mozna napisad w postaci 


(44.2) 


11 ^ 12 \ fe 11 ^ 12 \ / 

21 -^-22/ -1^21 ^22/ V 


'On 0^ 
On 0 % 


Iloczyny (44.1) i (44.2) przedstawiaj^ macierz jednego i tego 
samego czwornika, zlozonego z elementdw 1, 2 i 3, musz% wi§c byd 
sobie rorae: 

[fell AsW^ll -^12\ fell @12 \__fen ^12\ fell ^12^ fell @l?\ 

[\A 2 i A 22 ) \B 21 B 2 J_ \0 2 1 0 22 / \A 21 A 22 / ,\^21 -®22/ W21 @%J. 

Bownogd ta wyraza l%eznodd iloczynn macierzy. Mozna j^ tez 
ndowodnid bezposrednio przez efektywne wykonanie mnozen wedlug 
prawidla podanego w poprzednim paragrafie. Dzi^ki l^czno^ci ilo- 
czyn trzeeh macierzy mozna zapisywad bez wskazywania kolejno^ci 
wykonywanycb dzialan (bez nawiasow graniastych): 


fell ^12\ fell ^12\ / 
\A 2 i A 2 J\B 2 i B 2 J\ 


On 0* 


Zauwazmy jeszcze, ze iloczyn macierzowy nie speboia prawa 
przemiemio^ci, to znaczy, ze kolejno^ci macierzy wyst^puj ^cych 
w iloczyme Me mozna na ogol zmieniad bez wplywii na wynik dzia- 
lania. Wynika to cbocby z przykladow 1 i 2, rozpatrzonych w po- 
przednim paragrafie. 


Przyklady, 
1 


~ y TMr-|h— 

L R C 





2 . 



Ls + B + 0s 1 


)■ 


§ 44 

3. 


Pol^czenia trzeok czwornikow 


4. 


—HI]— 

1/ 

j @ 

p. 


1 

n 

□ 

j 



1+^ z t +z, 

"8 



'1 0\ /I 0\ /I Ls\ 


Ls 


[b 1 )[ Gsl )[° 1 ) [i+Os ZG**+|»+ 1, 


Czwornik podany w przykladzie 4 jest w istocie identyczny 
z czwornikiem z przykladu 4 z poprzedniego paragrafu. Wynik 
otrzymalidmy w obydwu przypadkach ten.sam, mimo ze droga 
racbunku byla inna. 

,C'jviczeaie. Obliczyc metodq. mnozenia macierzy nast^pnj^ce czworniki: 
(a) (3) (v) 



C, 


Ci 



LJ 


Eys. 54. 

§ 45* Czw6rmki ze zwartymi przewodami koneowym 1 

G-dy przewody koncowe czwornika s% zwarte 
(rysunek 55), to mamy U 2 =0 i z rownab (42.1) 
znajdujemy 


x *-12 


- a 











s. 55. 


Przyklad. Znalezd pr%dy J x i J a w ukiadzie podanym na 
rysunku 56 (przy zaiozenin, ze warunki pooz^tkowe s% zero we). 


+ - i lr- r r Lr 

B R 

E, c4= c4= 


-Orn 

B 

A 


Eys. 56. 


Racfaunek operacordw 


6 
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Obliczamy macierz czwornika przez mnozenie macierzy: 


(45.1) 

stqd 

(45.2) 


(1 R\(l 0\/l B\( 1 0\/l J2\ 

\0 1 / \0s .1/ \0 l)\Gs 1/ \0 1/ 

_ /12 2 C 2 s 2 + 3 EGs +1 12(12 2 £V + 412 (7s +3)\ _ 
~\ Gs(BOs + 2) R 2 G 2 s 2 + 3RGs+l )’ 

R 2 G 2 s z + 3RGs +1 F 
Ll ~ R(R 2 G 2 s 2 + 4 RGs + 3) u 


(45.3) 


l2 ~R(R 2 Ch 2 +4RGs + 3) 


A- 


W szczegolnosci, gdy wl^czona site elektromotoryczna jest 


Jjj 

stala: A = ~> to< mamy 


E 0 R 2 G 2 s 2 +3RGs-! r l 
il_ 12 ’s(12 2 C 2 s 2 + 412Cs + 3) 

I.-S 


-.R, 


( 3 12s 


G , 


(7 


12 s(E 1 C 2 s 2 + 4120s + 3) 


-R 


u 


2 {RGs + x) 
G , 


6(RGs + 3) 
G 


312s 2(JB0s + l) ' 6(12(7s + 3) 


ezyli 


rm J5„/l , 1 -t , 1 —3<\ 

Il(,) = X(3 + 5 M + e esp w)> 

, ... E„l 1 1 -1,1 —31\ 

I ‘<‘ ) =X(S “ 2 MP M + 8 6IP W)' 


Gdy sila elektromotoryczna jest sinusoidalna E^'f (zob. § 39), 
to pr%d ustalony na wej sciu do czwornika mozna wyznaczyc 
ze wzoru. (46.2), zast§pujq,c E x przez E^'f, I, przez I 0 €'^ i wreszcie 
8 przez —cot: 


8t%d 


— R 2 C 2 'n 2 — 3RCu>i +1 

= J2(-12 2 0 2 « 2 - 4120 cot + 3) 




r _ -E„ | /12 4 C 4 co 4 + 712 2 0 2 co 2 + 1 
0 12 K 12 4 (7 4 co 4 + lO^CW + 9 1 


312 Oca 




§45 


Czw6rniki ze zwartymi przewodami koncowymi 
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Podobnie mozna ze wzoru (45.3) wyznaczyc amplitude i faze 
pr%du na wyjgciu z czwornika: -. . - 

__ , 4zRGw 

r |/js 4 o% 4 +1 orzcw +? 5 9 arc g mlM * 

Uzasadnienie tej metody racbnnku jest takie same jak w pa- 
ragrafach 33 i 39. 


§ 46. Czwdrniki z wolnymi przewodami kodcowymi 

Gdy przewody kobcowe czwdrnika sg> wolne (rysunek 57), to 
mamy I— 0 i z rdwnaii (37.1) znajdujemy 


-^-11 




£ 




1=0 + 
e ; 


Przyklad. Znaleid pr^d wej^ciowy R ys . 57. 

i napiecie koricowe w czworniku podanym 

na rysnnku 58. Jest to ten sam czwornik, ktorym zajmowalismy 
sie w poprzednim paragrafie, z t$, jedynq> roznic%, ze konce jego 
s% wolne. Wobec tego mozemy skorzystac od razu z ksztaltu macie¬ 
rzy (45.1), na podstawie ktorej mamy 


(46.1) 


t Cs(RGs + 2) „ 

1 R*G*s* + 3RGs + l 11 
1 


+ 


—Or 


E 0 = 


R 2 G 2 s 2 + 3RGs + l 


Ei. 


Gdy zat^czona sila elektromoto- 
E 

ryczna jest state: E 1 = ~^, to mamy' 
G{RGs + 2) 


-Or 




"Gj 


ii=0 + 


EyB. 58. 




A=E 0 


R 2 G 2 s 2 + 3RGs +1 

1 


■ x 4 


E G (*-n 1 

, 5 + 1/5 

1 \ 

10 RGs+a 

1 10 

RCs+p)’ 

) 

3^5—5 RG 

3 1 / 5+5 

RG \ 

1 10 RGs + a 

10 

RGs+fiJ’ 
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n 


-. St%d 


m=- 




E \ 10 


exp 


-at 


EG 


5 + |/5 — fit 

-nr exp w 


^ 2 (i)=je 0 |i+'+7r- ex P 


3»(l 


■at 3J/5 + 5 


10 


BO 


10 


)' 

-8t\ 
MO ) ‘ 


K 


3 RCm 



'h 

(4i a -i¥ 2 )s 

M 

M 

1 

K 

Ms 

M 



Po wykonaniu rachunko'w mamy 


(47.1) 


/L 1 »+B l (L£+RJ (jy+j^) — 
Ms Ms 


1 

Ms 


-f-J? 2 

Ms 


Jest to macierz transformatora w najogolniejszym przypadku. 


bn 


G-dy sila elektromotoryczna jest sinusoidalna: JSJ 0 e^, to mozna 
zastosowac rachunek podobny jak w poprzednim paragrafie. W ten 
sposob na przyMad ze wzoru (16.1) znajdujemy dla napi^cia korico- 
wego amplitude i faz§ 


. ^ 4 aW + 7J2 2 CW+l’ 95 arCtg JW 2 co 2 —1’ 

6 wiczenie. Znale£6 prqd wej6eiowy I x i koncowy I 2 dla czw6rnik5w 
podanyck na rysnnkn 54 w przypadkack, gdy ick konce s% wolne i gdy sq. zwarte. 

§ 47. Transformatory 

Transformator mozna sobie wyobrazid jako czwdrnik, przed- 
stawiony na rysunku 59. W rzeczywisto^ci opory i R 2 s% zwigzane 
z samoindukcja wewnqtrz zwojdw, jednak od- 
dzielnie ich przedstawienie w scbemacie jest 
wygodne dla celow rachunkowych. Istotnie, 
poz-wala ono -wyliczyd macierz czwdrnika 
przez wymnozenie trzech macierzy czworni- 
kdw prostych: 


§47 


Transformatory 
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W transformatorach mooy, gdzie idzie o najmniejsz% strate 
energn, staramy sip zmniejszyd opory do minimum. Ponadto przez 
wl^ezenie rdzenia z mipkkiego zelaza staramy sip mozliwie zwipkszyc 
wspdlezynnik indukcji wzajemnej Jf; w ten sposob rozniea L,L„—]\P 
staje sip bliska zeru. W takicb transformatorach mozna przyiad 
z przyblizeniem J 

i?i=iB 2 =0 i l i L z —M 2 =0. 

Wowczas macierz (47.1) npraszcza sip do postaci 


(47.2) 



n 


Jest to macierz transformatora idealnego. 

Przypu^dmy, ze na wejdciu do transformatora mamy napipcie 
sinusoidalne E 10 e‘P. Wtedy na przewodach wyj^ciowyeh bpdziemy 
mieli napipcie E 20 e^, takie ze 


(47.3) 


E ln e‘P 


-n 




co wynika z pierwszego wiersza macierzy (41.2). Szukaj^c zwi^zkow 
dla prq,dow ustalonych, oznaczmy przez I 10 e^ pr^d ustalony na 
wojsciu, a przez I 20 e t 't > ‘ pr%d ustalony na. wyjsciu z transformatora. 
Stosuj^c metodp podansj, w paragrafach 33 i 39, bpdziemy mieli 
■wobec ksztaltu drugiego wiersza macierzy (47.2) 


a stq,d 
(47.4) 


Iloei * l --\/Z^ i( oiVL 


L *E 10 e*+]/^I w e^, 




W transformatorach mocy iloczyn L ± co jest na ogol duzy i w row- 
nanin (17.4) wyraz 

(47.5) +^ 10 ^ 

L x oy u 

mozna pomm^d. Jest wi§c w przyblizeniu 

(47.6) J 10 e'Vi =1/5 I a0 6%. 
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Bdwnaniom (41.3) i (47.6) odpowiada macierz 




jest to uproszczona macierz transformat ora. Macierz ta jest wygodna 
w rachnnkach. i wystamzaj^co dokladna dla transformatordw mocy. 
O ile jednak pulsacja co jest bardzo niska i samoindukcja Z x na tyle 
mala, ze wyraz (47.5) wchodzi w raeh.ub§, nalezy poslugiwad si§ 
macierzy (47.2). Bdwniez w przypadku, gdy napi^cie nie jest si- 
nusoidalne, Iub gdy chcemy uwzglednid prgdy przej^ciowe po- 
wstajg»ce przy wl^czaniu transformatora, nalezy zawsze poslugiwad 
si§ macierzy (47.2) lub (47.1). 

Oznaczmy przez m liczb§ zwojdw w pierwotnej celyce transfor¬ 
matora, przez n za$ liczb$ zwojdw w cewce wtdrnej, jfezeli Z ozna- 
cza samomdukeja pojedynezego zwoju, to b^dziemy mieli 

I/ 1 ==m 2 ii i Z z ==n 2 L. 

Podstawiajac te warto^ci do macierzy (47.7), mamy 



§ 48. Lampa katodowa jako czwdrnik 

Lamp§ katodow^ (triod$) mozna uwazad za czwdrnik;, o ile 
mi§dzy napi§ciem siatkowym ZJ t , napi^ciem anodbwym L7 2 i prsjjdem 
anodowym I 2 (rysunek 60) zachodzi 


zwi^zek 

(48.1) 


l 4* 


A~~(A+Ri z ), 

r“ 



gdzie fi jest wspolczynnikiem wzmoc- 
nienia., a B oporem wewnetrznym By8 _ 60 _ 

lampy. Poniewaz nat^zenie Jj w obwo- 
dzie siatkawym mozna przyjq,6 jako rowne zeru, mamy 


(48.2) 


i a =o.s a +o-i a . 


§ 48 


Lampa katodowa jako czwomik 
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Wobee rowno&ci (48.1) i (48.2) mamy dla lampy, traktowanej 
jako czwdrnik, macierz nastgpnj^c^; 


(48.3) 


Nalezy pami§tad, ze traktowanie lampy jako czwornika jest 
dozwolone tylko wtedy, gdy pracuje ona w odpowiednicb warun- 
kacb, to znaezy gdy wysokosc napi§cia siatkowego i anodowego 
waba si§ w granicacb: dopuszczalnycb. O ile waronki te nie sg< spel- 
nione, to beztroskie operowanie macierzy (48.3) moze doprowadzid 
do zupelnie falszywyeh wynikow. 

Korzystaj^c ze znajomogei macierzy (48.3), mozna latwo zna- 
lezd macierz dla czwornika przedstawionego na rysiinkn 61, miano- 
wicie jest ona rowna iloezynowi macierzy 



Po wykonaniu mnozenia, ctrzy- 
mnjemy macierz 

fs + X s+v\ 

as 1 

V 0 0 / 




.+ 



© 

7WQ 

n 

e ; 



— 


gdzie 


a = 


fJ,R x R 2 


R x R 2 -\-R x R+R2R’ 


X = 


Rys. 61. 

R 4" R x 


C(R X R Z R±R ~b R%R ) J 


P = 


E 

R’ 




Jezeli pol^czymy ze sobg. n czwdrnikow rozwazanego typn, to 
otrzymamy czwomik (rysunek 62), ktorego macierz jest rdwna 


cQ=Et:::=E]3- 



Rys. 62. 
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czyli po wykonaniu latwego rachunku 

//s+x\ n (s+iy- 1 s+v\ 

A ® ! \ as ) P s I. 

V o o 

Stq.d wynika, ze jezeli przez E oznaczymy napiqcie wej^ciowe, 
przez E n i I„ zag napiqcie i natqzenie koncowe, to mamy zwiq,zek 

<“•*> 

Obliczmy w szczegotaotei napi^ciq kobcowe $) n9 gdy napi^cie 
JE 

poez^tkowe jest stale: a konce czwbrnika s^ wolne. Wtedy 

s 

jest I n — 0 i z wzoru'(48.2) mamy 


iran 


§48 


Lampa katodowa jako ozwornik 
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E n = E 0 a n 


cn —1 


°'■ (*+A)* 


Pqniewaz 

II —1 

s «-i = [( S +A)—A] n—1 =(“D-f “*) * (s + A)"-*- 1 , 

x=0 ' ' \ 

wi§c mozna napisac 

It —1 X 


Inb na podstawie wzoru (19.2) 


x=0 ' ' 

Znalezioua funkeja jest w bliskim zwi^zku z tak zwanymi 
wielomianami Laguerre’a 

x=0 

Korzystajq,e z tego oznaczenia mozna napisad 
fin{t) = E 0 a’'e-* t L n ~ 1 m. 


iatwo znalezc dla wielomianow Laguerre’a pewne zwispzki 
rozniczkowe. Mamy mianowicie 

poniewaz funkeja ~e~* i jej pockodne az do rzqdu n-1 wl^eznie 
s% rowne zeru dla t=(). St^d 

i - w = e '£( 5'4 

Podajemy jeszcze tabelk§ wielomianow Laguerre’a dla po- 
ez^tkowycb warto^ci n: f 


L 0 (t) = l, 


-^sOO —1 — t 2 —— t z 9 

LS) = 1 - 4 < + <3 + 1 <4; 

*■ O 24 


• L 2 (t)=l-2t + i^, L 5 ( i ).= l-5i + 5« 2 -4^ + A < 4-i_ <5 . 

3 24 120 












ROZDZIAI/ VI 


Ogolne rozwiqzania rownari rdzniczkowych 
i zagadnienia brzegowe 

§ 49. Rozwitjzaiile ogdlne 

Dot^d rozwi^zywaMmy rownania rozniczkowe, maj^c dane 
war nnki pocz^tkowe w punkcie J=0; do tycb przypadkdw jest 
racbunek operatorow szczegdlnie doTbrze dostosowany. Mozna jednak 
uzywad go z powodzeniem takze w innych zagadnieniacb, na przyklad 
do znajdywania rozwi^zania .ogolnego, do rozwi^zywania zadan 
brzegowycb itp. 

Zajmiemy si§ najpierw zagadnieniem rozwiqzania ogolnego. 
W paragrafie 27 widzieli£my, ze rozwi^zanie rownania 

a n x&> + an-iXb-V + ... + a 0 o?==/ 
mozna napisad w postaci 


(49.1) 


. + 


a n s n + ... + a n a n s n + .,. + a 0 


gdzie stale ft),...,/?*-! zalez^j od warunkow poozglkowych w punkcie 
*= 0. Gdy te warunki nie s% z gory zadane, to £ 0 ,...,stalymi 
dowolnymi i wzdr (49.1) przedstawia rozwi^zanie ogdlne rdwnania 
rozniczkowego. Przej^cie do zwyczajnej, nie operatorowej postaci 
dokonuje si§ najwygodniej przez rozklad na ulamki. proste. Za 
uwazmy jednak, ze w przypadku szukania rozwi^zania ogolneg( 
nie ma potrzeby obliczama wspolczynnikow A, JB, O,... pxzy ulam- 
kacb prostycb 

A B+Gs , 

(s-W! [(s-a)* + 

ktore powstaj^i przy rozkiadzie wyrazenia ^ 




Kozwi^zania ogolne 
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§ 49 


wystarczy po prostu te wspolczynniki przyj%c za stale dowolne za- 
miast W ten sposob racbunek mozna znacznie skrocid. 

Przyklad. Znalezd rozwi^zanie ogolne rownania rozniczkowego 
x&—2x'" + 2(n"—2x' + x = f. 

Boz wi^zanie. Pdniewaz warunki poczgtkowe s% dowolne, wi§c 
rownanie napisane w symbolice operatorowej b§dzie mialo postad 

s l x~~ 2s z x + 2$ 2 #—2s# + a?==TF+ /, 

gdzie W = /V 3 + /3 2 s 2 + Pi s + Po jest dowolnym wielomianem trzeciego 
stopnia. St^.d mamy 

W 1 

X (8 — i) 2 (S 2 + l) + (S— 1) 2 (S 2 +1) ''' ' 

Pierwszy z otrzymanych ulamkow rozkladamy na ulamki 
proste 

A B G+Bs 
s —l + (s-l) 2+ s 2 +l 

przyjmuj^c A, B, G i D za stale dowolne i nie troszczgn si§ o icb 
zwi^zek z wielomianem W. l^atomiast przy rozkiadzie drugiego 
z ulamkow wspolczynniki s^ juz jednoznacznie okreslone i znajdu- 
jemy je zwyklym sposobem: 

-L-_-1-]-1-[-£— 

(* — l) a («* + l) 2(s— 1) ^2{s— 1) 2 ^2($ 2 +1) 

Ostatecznie wi§c jako rozwi^zanie ogolne otrzymujemy funkej§ 

1 r 

'G(t)=Ae t + Bte t +G^mt+JDcoBt +*— j f(t— t)(— + cos t)<^t. 

^ o 

Jezeli znamy ksztalt funkcji /, to racbunek mozna nieraz 
tak zmodyfikowac, ze odpadnie wszelkie calkowanie. Przypu^cmy 
na przyklad, ze / = {cos 2t}. Wtedy 

TF 1 5 

* “ (s—l) a (s a +1) + (s — l) 2 (s 2 +1)'s 2 + 4 “ 

A B O + Ds 15 + J’s 
— s— l + (s—1) 2+ s 2 + l + s 2 + 4 ' . 
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Rozwi^zania og<5Ine 


Stale A, B, G i D s% nadal dowolne, do wyznaczenia s% tylko 
wartodci B i F. Poniewaz warto^ci te zupelnie nie zalez^ od wielo- 
mianu W, mozna dla wyznaczenia ich przyj q,6 chwilowo, ze. TF=0; 
wtedy otrzymujemy rownodd 

[d(s-l) +B ] (s 2 + l) (s 2 + 4) + [( O+Bs ) (s 2 + 4) + 


rozwi%zanie zawsze b§dzie mialo postae 


T . A + Bs 

S a + i 


y= 


G+JDs 

s 2 +l 


2 

F+i 


-i+« 

s 2 +l 


•/, 
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+ ($+Js)(s 2 + l)](s-l)2 = s ..- 

Wspolczynniki E i F najprodciej mozna wyliczyd, zast§puj%c 
s przez liczb§ 2i; wowczas mamy 

3(E + 2M){l-2i) 2 = 2i-, • 


ale sposrod stalych A, B, G i D tylko dwie mozna ustalid dowol- 
nie, pozostale zad zalez^j juz od poprzednich. 

Dla znalezienia rozwi^zania ogolnego zawierajgnego tylko 
dwa parametry (niezalezne) najwygodniej jest wprowadzid najpierw 
warunki pocz^tkowe 

• ®(0)= a, y(0) = fi. 


porownuj^e ez§dei rzeczywiste i uxojone, dochodzimy do rdwnai 


Rozwig,zujg,c teraz odpowiedni nklad rownan operatorowych 


a st%d do wartodci 


3 (3B — 8F) = 0, 
9[2E+3F) = 2, 


JE = 


75’ 



Kozwi^zame ogolne ma wi§c postad 



G+Ds 8 +3s 


czyli 


s-1 (s-lf s 2 +l ' 75(sH-4)’ 

w(t) =Ae i +Bte t AGsm t+D cos t + ~ sin 2t, -f i- cos 2 1. 

75 25 


Widzimy, ze pod wzgl§dem rachunkowym wyznaczenie roz- 
wi^zania ogolnego jest nieeo prostsze od wyznaczenia rozwi^zania 
szczegolnego przy zadanych warunkach. pocz^tkowych; odpada 
bowiem obliczanie niektorycb wspdlczynnikdw rozkladu na ulamki 
proste. JTatomiast w przypadku ukladu rownan uproszczenie to nie 
, e zastosowad, poniewaz wtedy nalezy uwzglgdnid pewne 
zwi^zki zaekodz%ce mi§dzy wspolczynnikami rozkladu. bTa przy- 
kl&d dla ukladu rownan 

~ x —2y, 
y'=x-~y + f 


s%=x-2y-\-a, 

. • sy = %-y+P+f, 

znajdziemy 

(a —2£) + as 2 • 

s 2 -l-l s--j-l ’’ 

.. _ ( a §} -(-fa I 1 + g J 

9 s 2 +1 r s 2 +l ’ h 

a stqd 

t 

x(t) = (a—2/S) sin t + a cos t—2ff(t—x) sinrdzr, 

0 

t 

y{t) = (a—jS) sin t + P COS t + ff(t—x )(— sin r-f- cos x) dx, 

0 

Jest to juz oczywi^cie szukane rozwi^zanie ogolne, gdyz wy- 
st^puj^ee w nim stale a i § s% dowolne. 

TaM sposob znajdywania rozwi^zan ogolnyeh. oplaca si§ tylko 
w przypadku ukladow rownan, natomiast w przjrpadku jednego 
rownania wygodniejszy jest sposob podany poprzednio, polega- 
jg«cy na wprowadzenin stalycb dowolnych dopiero przy rozkladzie 
na ulamki proste. 

dwiczenia. 1. Znalezc rozwi^zania ogolae dla nast^puj^oych rownan: 
(a) x'" —3ax"+ 3a 2 x'—<Ax = c af ; 

(P) x'" — 2x" — 3x'-\~ 10 k = 0 ; 

( r ) kW — 12®"+12® = let**'’; 

(8) 4x<*>—12z"'+ llx" — 3x'= 4cos «. 
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2. Znalezc rozwi^zania ogolne dla nast^puj^cych uldadow rdwaari.: 

(a) *'+ y = i 3 + 64+1 > 
y '—ie = —3t a +3i + l; 

(P) ix'+%y'+ix + ny = e>, 

3a'+7y'+»+24y = 3; 

(y) P-— 3* + 18y—8z, 
y'= 4x —y + 2z, 
p— 6a—36y—10*. 


§ 50. Zagadnienia brzegowe 

0 zagadnieniu brzegowym mowimy -wtenczas, gdy zamiast wa- 
runkow pocz%tkowyek zadane s% wartogci szukanyck funkcyj i ewen- 
tuaMe ick poekodnyck na obydwu koticack pewnego ustalonego 
przedzialu. B§dziemy wi§c mieli do czynienia z zagadnieniem brze¬ 
gowym, gdy na przyMad dla funkeji spelniaj^eej rdwnanie 

(50.1) a;< 4 )— 2x'"-\-2x"—2x'-\-x= cos 2t 
zaz%damy, zeby 

m=^, 

Szukang, funkcjg znajdujemy z rozwiq.zania ogdlnego 

(50.2) x(t) —Ae { + Bt6 { + G sin t+1> cos t + ^ sin 2t + ^ cos 2 1 , 

75 Z 5 


dobieraj%e tak wspolczynniki A, B, G i D, by warunki byly spelnione. 
W tym celu rozwi^zujemy uklad rownan 


i 


„0)= J+ D + i = i, 

aj(7t) =Ae*+Bne«-D + ^ ^, 

*'(0) =J.+B + (7+4: = —, 

. ~ 75 15’ 

®'(7c)=^6"+5(7re*+e")-0+4 =4 

75 25 

znajdujemy 


. 1 = 0 , 



D= 0. 


B—0, 


§50 


Zagadnienia brzegowe 
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PodstawiajgjC te warto^ci do (50.2), otrzynmjemy z%dane xoz- 
wigzanie 

2 4 l 

oo{t) = — sin f + — sin 2t + — cos 2 1. 

W podobny sposob mozna rozwigzywac zagadnienia ogolniejsze, 
na przyklad wyznaczad rozwi^zania, maj^c zadane wartosci funkcyj 
lub ick pockodnyck w wi§cej niz dwock punktack. Przypuscmy, 
ze ckcemy znalezc funkcjo spehnaj^cq, rownanie (50.1), tak% ze 


*(0) = 0, ®(|)=0, x(tz) = ^, 


/ Siz 

i 


5tt\_ 2 

= “ 25’ 


wtedy wystarczy rozwi^zad uklad rdwnan 


a?(0) — A — =0, 

a? (|)=^ e X p| + p|expJ + (7-i = 0 , 


X 


# 12 

x(n) = .A exp 7c.+ .Stc exp n—D + — = —, 

25 25 

(3n\ . 3n , '3n ' 3n „ 1 2 

\2/ = -^exp -J-P— exp — G . 


25 


25* 


W ten sposdb znajdujemy ■ 

A-0, £ = ». O-i, J>—i 

i wobec tego 

1 14 1 

«(*)■ = 25 sin 1 — 25 C0Si + 75 sin 2t + 25 cos • 

W pewnycb przypadkaGh moze si§ zdarzyc, ze otrzymany dla 
A, B y „. algebraiezny uklad rownan nie da si§ rozwi^zac; wtedy 
rdwniez rozwi^zanie rdwnania rozniczkowego nie istnieje przy za- 
danycb warunkach. Ogolnie, dyskusja istnienia rozwi^zania przy 
danycb wamnkacb sprowadza si^ do dyskusji rozwi^zalnofci ukladu 
rownan algebraicznycb wzgl^dem stalycb A, B,... 
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dwiczenia, L Ktdre z nast^puj^cych zagadnien Tbrzegowyoh. jest 
rozwl^zalne: 

(a) sc"— a; = 0, (p) aj"-f-a? = 0, 

a?(0) = 0, a?(27t) = 1 j a(0) = 0, «(2ic)-l! 

2. Znalez6 fimkcje spetniaj^o^ rownanie 

^(4) 4% — 0 

i warunki 

xl~jj = -e- n , ®(0) = 0, a(|)=l, »(w) = 0. 

§ 51. Rozwiqzywanie rdwnau rdiniczkowych przy danych 
warunkach poczqtkowych w punkcie t 0 4 = 0 

Metod§ omowiong, w poprzednim paragrafie mozna oczywiiicie 
z powodzeniem stosowac rowniez w przypadku, gdy warto^ci funkcji 
i jej pochodnych s% zadaae tylko w jednym punkcie. Wtedy jednak 
jest, wygodniej, zamiast wpierw szukad rozwi^zania ogdlnego, za- 
stosowad racbunek bezpo&redni. Jezeli punkt t 0) w ktorym. warunki 
s% zadane, jest rozny od zera, to rozwigzujemy najpierw zadanie 
tak, jak gdyby warunki pocz%tkowe da,ne byly w punkcie <= 0 , 
lecz musimy uwzgl^dnid Qdpowiednie przesunigcie ukladu wspol- 
rz§dnych. 

Przykiad. Znalezc rozm^zanie rownania rozniczkowego 
(51.1) rt i '>—2x'"+2x"—2%’+x=f(t) 

spelniaj%ce w danyra punkcie t 0 4 = 0 warunki poczatkowe 
aj(« 0 ) = x'(t a ) = x"(t 0 ) —x"'(t 0 ) = 0 . 

Bozwi^zanie. Szukamy najpierw rozwi^zania rdwnania 

xV>- 2 x"’+ 2 x"— 2 x+x = f(t + t 0 ) 

speiniaj^cego te same warunki pocz%tkowe w punkcie < = 0 : ■ 

x(0) =*'( 0 ) =a?"( 0 ) =®"'( 0 ) = 0 . ' 

Mamy wtedy rownanie operatorowe 

s 4 a> - 2 s*a> +2s*x-2sx+x={f(t + f 0 )}, 
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§ 51 Rozwi^zywanie rownan przy warunkach poczatkowych 

a st^d 

a?= ( _ 2 (s —1) + 2(s —1)3 + 2(s 2 +l)) ^ < + < o)} = 

*={;— T )( — e*+re t + cos t) drj* 

Aby teraz otrzymac zadane rozwi^zanie rownania (51.1), wy. 
starczy zamiast t napisad w"sz§dzie t — 1 0 ; mamy wi§c ostatecznie 

®(*) = 2 J A* {~ e *+ Te *+ cos r ) 

f o 

Owiczenie. Kozwiq,zac nast^puj^ce rownania rdzniozkowe z podanymi 
wamnkami poczq.tkowyroi: 

(*) a" —4a;'=e«sin ‘t, (p) x/=—5x~2y, y'= x —7y, 

*(l) i =a , (l) = a;"(l) = l; x(2) = y{2) = 2. 



rr 


Rachlin^tr nnmfnrAw 





ROZDZIAL VII 

Funkcje nieciqgle 

§ 52. Funkcje klasy 3C 

Obeenie ebcemy wprowadzid do rachunku operatorowego 
pewne funkcje nieci^gle. Z punktu widzenia teoretycznego naj- 
naturaloiejsze byloby wprowadzenie klasy funkcji sumowalnych, 
wymaga ono jednak znajomogci calki Lebesgue’a. Wobec tego ogra- 
niczymy si§ tu do w§zszej klasy funkcyj, ktora daje si§ traktowad 
elementarnie, a jednoczefoie wystarcza we wi^kszodci zastosowan. 

Waznym przykladem funkcji nieci^glej jest funkcja { 0 (f)}, 
okredlona w ten sposob, ze jej wartogd w punkcie f jest rdwna naj- 
wi^kszej liczbie calkowitejf mniejszej lub rownej f; na przyklad: 

0(5,71) = 5, 0(4) = 0,. C( 7t) = 3, 0(10) = 10 itp.j 

Fimkcjg { 0 (f)} nazywaj% cz§sto calo&ciq, z (; w nauce logaryt- 
mow uzywana jest nazwa cedha. Wykres tej funkcji przedstawia 
rysunek 63. 

Inny typ funkcji nieci^glej przedstawia funkcja jp=j o wy- 

kresie przedstawionym na rysunku 64. Jest ona nieci^gla w punkcie 
t =0 i nieograniczona w otoczeniu tego punktu. 



§ 52 


Funkcje klasy 3 ( 
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Funkcje {0(t)} i 



xepxezentuj% dwa typy funkcyj nie- 


ci%glycb, waznych w zastosowaniach. Aby okxe&lic klas$ SK obej- 
muj^c^. zaxowno funkcje ci^gle jak i funkcje nieci^gle obydwu ty- 
p 6 w, przyjmujemy nast§pujg,c% definicj§: 

Funkcja {f(t)} (o wartosciach xzeczywistycb lub zespolonych) 
xozwazana w pxzedziale 0 <f<oo, nalezy do klasy 3(, jezeli 


(I) w kazdym pxzedziale skonczonym ma co najwyzej skon- 
czon^. liczb§ punktow nieci^glo^ci; 

t 

(II) calka f\f(r)\dr ma waxto^c skonczon^ dla kazdego £>(L 

o 


Jezeli f={f{t)} jest funkcja klasy £K, to w myfl definicji splotn 
mamy # 

1/={1} {/(«)} = {//(t) dr}. 

o 


Oalka po prawej stronie przedstawia zawsze funkcj§ ci%gla^ 
oznaczaj^c j% przez a, bfdziemy mieli lf=a, a st^d 



Zatem kazdg, funkcj§ klasy 3C mozemy formalnie uwazac za 
operator, jest bowiem ilorazem (w sensie dzialania odwrotnego do 
splotu) dwocb funkcyj klasy C. 

Cwiczenie. Spraw&zic, ze nast^puj^ce funkcje nalezy do klasy SK: 

y ‘ (S) {l |i—1| {* 


(a) 


1, gdzie 1; 

IrJ 


(P) 


(Y) {*L 


§ 5B. Dzialania na funkcjach klasy 3( 

Z cbwil^j gdy funkcje klasy Sf( uwazamy za opexatoxy, mamy 
dla nicb tym samym okxeslone wszystkie te dzialania, ktoxe zdefi- 
niowalismy dla opexatoxow. 

Zastanowmy si§ najpiexw, kiedy dwie funkcje / i g klasy 3C 
nalezy uwazac za xowne. Pisz^c 

t t 

a = dr ] 1 b = {f g( T ) d T ) 

0 o 


7* 
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ezyli a=f i b = g, mamy 

, a b ' 

/_! i g- l . 


bn 


nodci 


Bowno^d j — j jest rownowazna rownofci a = b, ezyli row- 
t t 


t t 

Jf(r) dr = Jg{r) dr dla wszystkich t^O. 


Ta ostatnia rowno^c b§dzie miala miejsce wtedy (i tylko wtedy), 
gdy funkcje / i g majg, te same wartosci w kazdym punkcie, gdzie 
obie s% ci%gle. W tym przypadku funkcje fig nalezy uwazad 
za rowne sobie: f — g. Wartosci funkcyj w punktach nieci^glo^ci 
nie graj% przy takiej definicji rownodci zadnej roli i funkcje mogg, 
bye w tycb punktacb meokreslone. 

$Ta przyklad wszystkie funkcje, przedstawione na rysun- 
kach 65 (a), (/?) i (y), b^dziemy uwazali za rowne, mimo ze dwie 



(a) 


(y) 

j 

< ' j 

i j 

i 


t 


t 

0 

1 2 ' 0 

1 2 * 0 

1 2 ^ 


Rys. 65. 


pierwsze majq, rozne wartosci w punktacb 1 i 2, a ostatnia jest 
w tycb punktacb nieokrefiona, 

Inne pojmowanie rowno^ci funkcyj nieci^glycb mogloby do- 
prowadzid w raebunku operatorow do sprzecznosci. 

Przez sum§ funkcyj fig klasy 3f( musimy konsekwentnie 
uwazad sum§ 


<53.1) 


Z+'-I+T 


= j [{ f t(r) dr] + \jg(x) i T }] = 
1 1 

= y{ /[/(t) + ?(t)] drj. 


Jezeli 


h(t) =/(*) + g(t) 


§53 Daialania na funkcjacb klasy 101 

dla wszystkicb wartodci t , w ktoryeb / i g s$ okreslone, to 

t 

lh = {f [!(*) +girftdx} 

i wobec (53.1) mamy f+g = h } ezyli 

{/(*)}+{ 9 '«)}= m+gm. 

Bownodd ta oznaeza, ze funkcje klasy 3K. dodajemy do siebie y 
dodaj^c icb wartosci (w punktacb, gdzie sg« okreslone). W ten 
sposob definieja sumy /+ g jako sumy operatorow doprowadzila 
do naturalnej definlcji sumy dwoeb funkcyj. 

Podobnie dowodzi si§ wzorow 

a{f{t )} = { af(t )} (a—bezba). 

Pierwszy z nicb oznaeza, ze funkcje klasy 3( odejmuje si§, 
odejmuj^c icb wartosci (w punktacb, gdzie s% okreslone). Drugi 
oznaeza, ze funkcje klasyj 3C mnozy si§ przez liczb§, mnoz%c przez 
t§ liezbe jej wartodci (w punktacb, gdzie jest okreglona). 

Jest oczywiste, ze suma i roznica funkcyj klasy % oraz ilo- 
czyn funkcji klasy 3( przez liczb§ jest znowu funkcje klasy 3C. 
Mozna udowodnid, ze. splot funkcyj klasy di jest takze funkcj% 
klasy SK 1 ). IsTa tej podstawie latwo mozna wyprowadzid (w taki 
sam sposob jak dla funkcyj ci^gJycb) l^cznosc, przemiennodd i roz- 
dzielnosc splotu w zakresie wszystkicb funkcyj klasy di. St^d 
w szczegolnodci wynika, ze 

l 2 -fg=lf'lg = a*b 


Zatem iloezyn w sensie operatorowym dwdeb funkcyj klasy fK 
jest rowny icb splotowi, zupelnie tak samo jak w przypadku funkcyj 
ci^glycb. 

Widzimy wi§c, ze na funkcjacb klasy 3C wykonuje si^ wszyst¬ 
kie dzialania tak jak na funkcjacb cigglych. 


x ) Mikusinski i Ryll-Nardzewski '[37], str. 54, Corollaire 2(a). 
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bn 

TJwaga. Punktem wyjfteia pojecia operatorow byly funkoje 
klasy e, z ktorych tworzylidmy ulamki | (a,beZK)- Gdyby wyj(5<5 
z klasy d( i'tworzyc ulamki f - (f,geSK), nie daloby to nicmmego, 
gdyz kazdy taki ulamek mozna by przedstawie w postaci —, gdzie 
licznik i mianownik sq. juz funkcjami eigglymi. 

dwiczenie. Niech f z (A>0) oznaoza funkoje, ktora ma wartosd 0 w prze- 
dziale 0<f<A i wartosc 1 w przedziale X<t<oo; udowodnic, ze 

lx'ip —fx+p $•!* >**)• 


§ 54. Catka gamma Eulera 

W paragrafie 8 (str. 8) wyprowadzilismy wz6r 


(54.1) 



dla naturalnych warfcosci n. W rachunku operatordw pozyteczne 
jest wprowadzenie takze niecalkowitych pot§g operatora l. Osi$gn%6 
to mozemy wprowadzajac calke gamma Eulera 

oo 

r(A) = 

0 


ktora ma t§ wlasnosc, ze dla naturalnycli warto^ci A jest rowna 
(A—1)1. Calka ta, rozwazana jako funkcja zmiennej A, ma nast§- 
puj%cy wykres: 



Dla naszycli celow wystarczy omowid calk§ F{X) w przypadku 
rzeczywistycli, dodatnich warto^ci A. Oto lista kilku podstawowych 
wlasno^ei, z ktorych t^dziemy korzystali w dalszym ci^gu: 


Calka gamma Eulera 
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I 54 


(i) r(A + l)=Ar(A); 

(ii) J r (»)~(n—1)! dla naturalnych warto^ci n ; 

<« 7lSr=P ,(1 -‘ ) '" <i,i 

(ivj r(«=|^. 

A oto dowody tych wlasnosci: 

Ad (i): Wykonuj^c calkowanie przez cz^sci, mamy 


r{A) = jJ i z e- f dt = jr(l + 1 ). 

0 

CO 

Ad (ii): Dla A=1 mamy r{l) =f e~ i dt = l. St%d na podsta- 

o 

wie wzoru (i) mamy kolejno 

r( 2 ) = l-r(l) = l!, 

r(3)==2-r(2)=2!, 

r(4)=3-r(3)=3! 

i przez indukcj§ ogolnie r{n) — (n— 1)!. 

Ad (iii): Iloczyn r(A)r(/x) mozna przedstawic w postaci calki 
podwojnej 

f(A)J , (/i) = J f ^-'t-t-yP-'e-vdxdy, 

D 

Tozciagni^tej na obszar D: x,y>0. Po wykonaniu podstawienia 
x=tu, y={l—t)u b§dziemy mieli 

• r{A)r{fi) = f f ^(l —t)f*- 1 -u x +f- i -er u dtdu, 
iy 

gdzie obszar calkowania D' jest okreslony nierownosciami: 0<f<l, 
4i>0. St%d mamy 

1 

r(A)r(ji) = ] u z +“- l e U du 

0 0 


i w konsekwencji r 6 who sc (iii). 
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Ad (iv): Wobec wzorow (ii) i (iii) mamy 


mmi) 


mm _ r at 

ra+i) J fa(L-t) ■ ’ 

o 


skg,d m)=± f^TT. Rmiewaz funkcja podcalkowa jest dodatnia, na- 
lezy wzi^c znak plus. 

Dzi§ki wzorowi (ij mozemy znalezd warto^d JT(X) dla kaz- 
dego X, o ile znamy jej warto^ci w jakimkolwiek przedziale o dlu- 
go^ei 1. NTa kobcu ksi^zki podajemy tabelk§ przyblizonycb war- 
todci dla 1<A<2. 

Wlasno£6‘(iy) pozwala na latwe wyprowadzenie waznego wzoru 


(54.2) 


mm 


Istotnie, mamy 

CO 

ra)=f t-vh-Ht 
0 

i po podstawieniu t = d z 

CO 

r(|) = 2/e— da, 

0 

sk%d wobec (iy) wynika wzor (54.2). 

§ 55, Niecalkowite potQgi operatordw l i s-a 

Wzor (54.1) mozna uogolnid, pisz^c 



dla wszystkich dodatnicb warto&ei X\ $cidle mowi^c, rdwno^d (55.1) 
nalezy uwazac za definicje operatora l x , ktdra w przypadku, gdy 
X jest naturalne, pokrywa si§ z dawniejsz^ definicjq, z paragrafu 8. 

Okazuje si§, ze przy tej definicji zacbowana jest podstawowa wlas- 
no£d pot§gi 

(55 * 2) (i, fi >o). 


105 


§ 55 Niecalkowite pot^gi operator6w l i s — a 

Dowod przeprowadzimy od razu dla ogolniejszego operatora, 
zdefiniowanego wzorem 

(55.3) 

gdzie X jsst liozbii dodatniij, a a dowolna liczb^ rzeczywist% lub 
zespolonq,. W przypadku a=0 wzor (55.3) sprowadza si§ do po- 
staoi (55.1), w przypadku zas X uaturaluego pokrywa si§ z poprzed- 
nio juz wyprowadzonym wzorem (24.2) (str. 32). 

Zgodnie z definicji splotu mamy 

1 < 

(®— «r 1 (s-ar /l = {/(t—r )*- 1 = 

“ Tall yo dr J 

a po podstawieniu t—T=to: 

(s- a)~*(s—«)“" = — Jc^(l-o)f^dG ■ 'e at } = 

Wobee (55.3) mamy ostatecznie wzor 

(55.4) (s— a)~ x (s —a) - ^ = (s — a)~*~ p ' (X,/i> 0), 

ktory w szezegolnym przypadku a=0 przecbodzi we wzor (55.2). 

Maj ;*c operator (s — a)~ x zdefLniowany dla /> 0, mozemy latwo 
rozszerzyd jego definicji na wszystkie wartogci rzeczywiste X, pisz^c 

(55.5) (s — a)° = l i (s—a) x — - 1 _- x (A> 0). 

(s—a) 

Me trudno jest sprawdzic, ze przy tej definicji wzor (55.4) 
jest wazny przy wszelkicb X i (jl rzeczywistycb, 

Bla a=0 wzory (55.5) przyjmuj^ postad 

z°=i j r x =j x (i>o). 

Dzi§ki wzorom (55.2) i (55.4) mozna na rozwazanych opera- 
torach przeprowadzae racbunki jak na zwyklycb pot§gacb. 
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bn 


Zauwazmy jeszcze, ze jezeli A>1, to operator (s a) przed- 
stawia funkcje klasy C, jezeli zas 0<A<1, to przedstawia funkcje 
nieci^gl^ w punkcie f=0, nalez^cg. do klasy 3(‘, jezeli wreszcie A^O, 
to operator (s—a) - * nie jest funkej^. 

Z wzoru (56.3) mamy w szczegolnosci 


a st%d 


h+“ \V^ 


= lrs=r 


t Vet 

iF==\iF f r e ~H = (4= f e ~* dr 

sf'7+a \\kJ K? I V\kJ 
0 0 


(a>0). 


Wprowadzaj oznaczenie 
(55.6) erf t 

mozna napisae 


UlO 

= rJ‘ 


2 dr, 


-n== = {- erf ('atj. 

s^sTa J 


Z wzoru (55.6) widae, ze funkcja erf jest funkcja ci^gl^, ktora 
w przedziale 0<$<oo rosnie od 0 do 1, zgodnie z wzorem (54.2). 



Funkcja erf t wystppuje w rachunku prawdopodobienstwa 
i bywa nazywana funkcjct ll$du; st§»d oznaczenie „erf cc z angiel- 
skiego error function. W niemieckich podrpcznikacli funkcja ta 
bywa oznaczana liters 0. 

dwiczenie. Udowodnid wzor: 


\—a X l x 
1 —al 


r{X) 


{/ t' 1 - 1 *} 


(ot,A > 0). 


§56 


Funkcje maj%ce pockodn^ klasy SK 
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§ 56. Funkcje majqce pochodn^ klasy 3( 

O funkcji a bp&ziemy mowili, ze ma pocliodn^ klasy 3C } jezeli 
jest rozniczkowalna w przedziale 0<t<oo z wyj^tMem eo naj- 
wyzej punktow, ktoryeh liczba jest skonczona w kazdym prze¬ 
dziale skonczonym. 3tfa przyklad funkcja, ktorej wykres jest 
przedstawiony na rysunku 68 a, jest roz¬ 
niczkowalna we wszystkich punktacb 
procz ^ = 1,2,...; w kazdym przedziale 
skonczonym liczba tycb punktow jest 
oczywi^cie skonczona. Pochodna funkcji a 
jest przedstawiona na rysunku 68 b. 

Mamy nastppuj %ce twierdzenie: 

Jezeli funkcja a klasy C ma po- 
ehodnq, a f klasy 3(, to 

<56.1) sa=a'+^(0), 

gdzie a(0) jest wartosciq, funkcji a w punk- 
cie t— 0. 

Twierdzenie to jest uogolnieniem twierdzenia z paragrafu 21; 
dowod jest zupelnie taki sam jak w tamtym przypadku. 

i^alezy zwrocic uwagp na to, ze twierdzenie staloby sip fal- 
szywe, gdyby o a zalozyc tylko, ze jest funkcja klasy dC- Istotnie, 
przypuscmy, ze a jest funkcja klasy 9C, okreslon^, rownosciami 



i 


Eys. 68 b. 


<56.2) 



0 dla 0^t<l \ 9 
1 dla l<t<oo/’ 


funkcja ta jest rozniczkowalna we wszystkich punktacb, z wyj%t- 
kiem 1 = 1 i mamy 

a' =|{0 dla i #=[l}. 

Pochodna a' jest nieokreslona w punkcie t= 1, a poza tym 
wszpdzie jest rowna 0. W mysl definicji rownosci funkcyj klasy ZK 
mamy wipe a'={0}=0. Widae, ze funkcja (56.2) nie moze spel- 
nia<5 rownosci (56.1), gdyz wobec &(0) = 0 wynikaloby st%d, ze 
sa=0 i w konsekweneji &=0, co jest nieprawd^. 

Zauwazmy jeszcze, ze kazda funkcja / klasy 3C moze bye 
przedstawiona w postaci sa , gdzie a jest funkejg> klasy C : 


/=sa; 
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istotnie, wystarczy napisac a—lj. Funkcja a spelniaj^ca ten zwigzek 
jest oczywiscie jedyna. 

Owiozenie. Poda6 wykresy funkcyj, przedstawiohych przez wyrazenia: 
(«) s{t—l -f \t —1|}; (P) si\t-l\ + \t—2\ — 1^—3|>. 


§ 57. Rdwnania rdzniczkowe z nieci^gi^ praw^ strong 

Wezmy pod uwag§ rownanie rozniczkowe 

a n x^ n) + a n —i(xf- n ~^ + ... + a 0 x = /, 


gdzie / jest dowolng, funkcjg. Masy 9( ) a wi§c niekoniecznie cigjglg. 
B§dziemy mowili, ze funkcja x jest rozwig.zaniem tego rownania,. 
jezeli 

(I) ma n—1 pochodnych cigglycb; 

(II) ma w-tg pochodng, xW we wszystkich punktacb, w kto- 
rytih f jest ciggla; 

(III) rownanie jest spelnione we wszystkicb punktach, w kto- 
ryck f jest eiggla. 

Jezeli warnnki pocz^tkowe lub brzegowe b^dziemy zadawac 
w punktacli, w ktorycb funkcja / jest ciggla, to cala teoria stosuje 
si§ tak jak w przypadkn rownan z cigglg prawg. strong. Trzeba 
zauwazyd, ze bez zalozenia (I) twierdzenie o jednoznaczno^ei roz~ 
wi^zab. byloby falszywe. 

Przyklad. Dane jest rownanie rozniczkowe 
( 57 . 1 ) &'+#==/, 

gdzie funkcja / jest okreslona wzorem 


/W —(-■ l) n (t—2n) dla Zn<t<2n+Z (w= 0,1,2,...)., 



Szukamy funkcji cigglej, spelnia- 
j^cej rownanie wsz§dzie poza punktami 
2,4,..., w ktorycb / jest nieciggla; jako 
warnnek poczgtkowy przyjmnjemy 
#( 0 )=-— 1 . 

Z rownania (57.1) mamy 




Bys. 69. 


5 57 


Bownania rozniczkowe z nieciagia prawa strong 
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a stgd' 


1* 


s+l^s+l f 

t t 

; = {- e- '+ f e~ t+v f(r)d r}={e-*[-l+ J e */( T ) <Zt]J. 


Dla wyliezema otrzymanej calki zauwazmy, ze 

2 4n+2 

f e x f(r) dr= J e T (r~4n) dr = e 4 * -j- e 4n +2 ? 

4ji 4 n 

4«+4 4/1+4 

f e T f(r) dr = — J e x (r—4-n — 2) dr = — e in + 2 —6 4:n + l ; 

4n+2 4/1+2 

jezeli wi§e 4n<£<4n + 2, to 

t 

x(t) = e~ t [—e** + f e^r-i^dx^t-^n-l, 

4 n 

jezeli zad 4« + 2<4<4i& + 4, to 

t 

a?(t) = er* £e^ 2 + J e x (r— 4n — 2) dr] = — £ -f in + 3. 

4n+2 

Obydwa ostatnie wzory mozna ujgc w jeden 
®(*) = (l) n (t— 2^—1) dla 2% < 2 % + 2 (n = 0,1,2,...), 



Rownania rozniczkowe z nieci%gl^» praw^. strong, majg zna- 
czenie na przyklad dla zastosowan w teorii pradow elektrycznycb, 
dopnszczajg, bowiem do racbunkow znpelnie dowolne napi§cia U, 
bez ograniczania sie wylgcznie do napi^d cigglycb. 








